ENONCE

Partie A
On considére la fonction numérighide la variable réelle définie sur l'intervalle [0 ; o[ parf (x) = \/_x e'”

X

Elle est dérivable sur l'intervalle ] 0 ;4. On notef ' sa dérivée. On note C la courbe représentatifeddns le plan rapporté a un
repére orthonormal (OF; , j ).

X

. . . . - . e
1. Démonstration de cour®éterminer la limite en 4 de la fonctiorx - —.
X

2. Déterminer la limite déen +co.

(On pourra pour cela justifier et exploiter I'éaré, pour touk réel strictement positif, (x) = X =

e

Interpréter graphiquement le résultat.

3. Pourx élément de ]0 ; +o [, calculerf '(x) .

4, Déduire des questions précédentes le tablemardion def .
5. Tracer la courbe C (unité graphique : 2 cm).

Partie B

n+1l
On considére la suiteif) définie pour tout entier nature] non nul pau,, = J- f()dt.
n

1. Interpréter géométriguement

2. Démontrer que, pour tout entier naturglon nul :f (n + 1)< u, < f(n).
3. En déduire que la suite {) est décroissante.

4 Prouver la convergence de la suitg Y et déterminer sa limite.

Partie C

On considére la fonction numérique F de la variadédlex définie sur [1 ; 4o [ par : F &) = J-X f()ydt.
1

1.a. Montrer que F est dérivable sur [1 ¢oH et calculer FX).
b. En déduire le sens de variation de F.

2.a. Démontrer que, pour tout réebpositif :t + 2= 2 ﬁﬁ

. . 1 X
b. En déduire que, pour toxide l'intervalle [1 ; 4o [, F(X) < t+2) e dt
= tr2
C. A l'aide d'une intégration par parties, montnae,cpour touk appartenant a [1 ;eb [,

j: t+2) et dt=4—k+3)e™

d. En déduire que, pour toxappartenanta[1 ;e [, 0< F(x) < ﬁ

3. On note; pour tout entier naturehon nul; S, la somme des — 1 premiers termes de la suite.
Exprimer S, a l'aide d'une intégrale.
Montrer que la suite () converge et donner un encadrement de sa limite.

CORRECTION
Partie A
et , X . e :
2. lim — =+cwdonc lim —=0 depluslim — =0donc lim f(x)=0
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Partie B
1. f est une fonction positive sur [ 0 eof doncu,, mesure l'aire du domaine plan limité par les émd'équatiom =n,x=n+ 1,
I'axe des abscisses et la courbé de

2. n= 1 doncf est décroissante sur [1 pef
donc pour toutde p;n+ 1],f (n+ 1)< f (t) <f (n).
les fonctions étant continues,ret 1=n, ona:

+1
f(n+ 1)< J-n f{t)dt <f(n)soitf (n+ 1)< u,<f(n).
n
3. Pour toun non nulf (n+ 1)<u,<f(n)doncf (n+2)<u,,:<f(n+1).
doncu,,:<f(n+1)<u,doncu,,1<u,donc (,) est décroissante.
4. u, mesure une aire domng, = 0 de plus,) est décroissante dong,() converge.

f(n+)<u,<f(n)et Iim f(n)=0et lim f(n+1)=0

donc d'apres le théoreme des gendarmies, u, =0
n- +o

Partie C
1l.a. festcontinue sur [0 ;e[ donc F est la primitive nulle en 1 flet F'k) =f (x)
b. f est positive sur [0 ; 4 [ donc F est croissante sur [1 ¢oH.

2.2 (V2 -Jt) =t+2-22t
donct+2—2ﬁﬁ 20donct+222ﬁﬁ

1
b. t+2=22.,2,td VA = — (t+2
+2> onc <2 5 (t+2)

1

22

ces fonctions étant continues sur [1op

X 1 X _
d f(t)dt< t+2)el tdt
onc.[l ® 5 _ZL( ) e

donc,/te!™'< (t+2)et™

C. Soit  u'(x) = e* " doncu(t) = — &'
v(t) =t + 2 donov/'(t) = 1

X 1- _r_ 1- X ><_ 1-
L (t+2 e dt=[-(t+2e ‘]l—jl et dt
X _ _ 1— - X
L (t+2) e dt=—f+2)e*+3-[e"']
jlx t+2) et dt =—K+2) e *+3—(e*=1)
jlx t+2) e dt =4—k+3)et™
d. f est positive sur [0 ; 4 [ etx =1 donc (< F(x)

x=1leté™>0donc4—X+3)e'*<4

LX ft)dt< 2\1/31: (t+2) el dt

1 _ 1-x
2ﬁ[4 x+3)el™]< "

donc 0< F(x) < ﬁ

donc FK) < x 4

3. S, = Ln f(t) d t daprés la relation de Chasles

Sh+1—Sh=updonc S41— S,= 0 donc (S ) est croissante
Sn=F(n) donc 0< S, < ﬁ donc (S,) est une suite croissante majorée donc convergent



