Nouvelle-Calédonie novembre 2009
EXERCICE 1 5 points Commun a tous les candidat
X

Le plan est muni d'un repére orthonormal (O];). On considére la fonctidrdéfinie surR par :f (x) =x?e™ .

On notef ' la fonction dérivée de.
1.a. Déterminer les limites de la fonctibeRn— oo et +co.

b. Calculerf '(x) et déterminer le tableau de variationsf .
C. En déduire le signe desurR.
2. Pour tout nombre réa) on considéreititégiale : | @) = J: f(x)dx.
a. Donner selon les valeurs dée signe de (a).
2
b. A I' aide dine double intégration par par montrer que pour tout nombre réell (a) = 2— 2 e—a[1+ a+ %]
. .1, a a’®
C. En déduire pour tout nombre reéel Ee (@) =e"—| 1+ a+7 .
X 2
3. Soienf eth les fonctions définies slit parg (X) = e* eth(x) = 1 +x + -
On note C la courbe représentativegdet Pcelle deh.
a. Montrer que les courbes C ebRt la méme tangente au pad'abscisse 0.
b. Déduire des questions précédentes la positioriveldes courbeC et P.

EXERCICE 2 5 points Candidats n'ayant pas choisi'enseignement de spécialité

Dans un zoo, I'unique activitéud' manchot ed'utilisation d'un bassin aquatique équipéndoboggan ed'un plongeoir.

On aobservé que si un manchot choisit le toboggan,daabilité qu’il le reprenr est 0,3.

Si un manchot choisit le plongeoir, la probabitjtéil le reprenne est 0,

Lors du premiepassage les deux équipements ¢ méme probabilité d'étre choisis.

Pour tout entier natur@non nul, on considéil'événement :

—T,: «le manchot utilise le toboggan lors de n-ieme passage. »

— P, : «lemanchot utilise le plongeoir lors den n-iéme passage. »

On considére alors la suite () définie pour tout entier naturn>1 par :u, =p (T ) oup (T ) est la probabilité dl'événement T, .
1.a. Donner les valeurs des probabilipeér 1) , p (P1) et des probabilités conditionnellgs, (T2), p,, (T2)

b. Montrer quep (T ,) = 1

.
C. Recopier et compléter I'arbre suivant :
Th+1
Pn+1
Th+1
Pn+l
d. I?émontrer gue pour tout entier1,u,, 1= 0,1u, + 0,2.
e A l'aide de la calculatrice, émettre une conjectureearant la limit de la suitey,, ).
2. On considére la suite {) définie pour tout entier naturn >1 par v, =u, — 9
a. Démontrer que la suite () est géométrique de rais o Préciser son premier terme.
b. Exprimerv, en fonction de.. En déduird'expression de , en fonction den.
C. Calculer la limite de la suitaif ). Ce résultat perm-il de valider la conjecture émise enel?

EXERCICE 2 5 points Candidats ayant choisi'enseignement de spécialité
Les questions 1 et 2 sont indépendantes.
Soitn un entier naturel non nul.

1. On considére I'équation notée (E)x87y = 10°"oux ety sont des entiers relatifs.
a. Déterminer un coupleai(, v) dentiers relatifs tels queu + 7v = 1.

En déduire une solution particuliépeyf y o) del'équation (E).

b. Déterminer I'ensemble des couplentiers relatifsx ; y) solutions de (E).

2. On considére I'équation notée (3)%3+ 7y? = 10?"oux ety sont des entiers relatifs.

a. Montrer que 10& 2 (modulo 7).
Démontrer que si(; y) est solution de (Glors :x?= 2" (modulo 7).
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b. Reproduire et compléter le tableau suivant :

Reste de la division euclidienne xipar 7 0 1 2 3 4 5 6
Reste de la division euclidienne de&3par 7
C. Démontrer que 2est congru a 1, 2 ou 4 modulo 7. En déduire gagdition (G) n'admet pas de solution.

EXERCICE 3 5 points Commun a tous les candidats
L'espace est rapporté au repére orthonormal/{\—B :AD, AE).

On considere le cube ABCDEFGH représenté sur 'ANEEA rendre avec la copie.
On désigne par |, J et K les milieux respectifssigments [BC], [BF] et [HF].
1. Déterminer les coordonnées des points I, J et K

2. Démontrer que le vectemr(2 ; 1 ; 1) est orthogonal & et alJ.
En déduire qu’'une équation du plan (IJK) esk:#42y +2z—-5 = 0.
3.a. Déterminer un systeme d'équations paramétriqeds droite (CD).

b. En déduire que le point d'intersection R du §laK) et de la droite (CD) est le point de coondt’aas(:s1 o Oj.

C. Placer le point R sur la figure.
4, Tracer sur la figure la section du cube paida (1JK). On peut répondre a cette question aaoB traité les précédentes.

. . 6
5.a. Montrer que la distance du point G au plan (Ie}ls’t)£ .

b. Soit S la sphére de centre G passant par Fﬁéusme la sphére S et le plan (1JK) sont sécdnéserminer le rayon de leur
intersection.

EXERCICE 4 5 points Commun a tous les candidats

Le plan complexe est muni d'un repére orthonorrirattd(O u ,v) d'unité graphique 2 cm. On considére les point B d' affixes
respectiveg,=1+i/3,zg=21.

1.a. Ecrirez, etzg sous forme exponentielle.

b. Placer les points A et B sur une figure que tomplétera au cours de I'exercice.
C. Déterminer la nature du triangle OAB.
2. On noter la rotation de centre O qui transforme A en B.Pout point M d'affixez, on note M l'image de M par etz
l'affixe du point M.

z
a. Calculer un argument du quotierf- . Interpréter géométriquement ce résultat.

B

b. En déduire I'écriture complexe de la rotation
3. Soient” le cercle de centre A passant par O'dé cercle de centre B passant par O.

Soit C le deuxiéme point d'intersectionldetl™ (autre que O). On not&: son affixe.
Justifier que le cercle' est I'image du cercle par la rotatior .

Calculer l'affixez, du milieu | de [AB].

Déterminer la nature du quadrilatere OACB.

En déduire que | est le milieu de [OC] puis mentjue I'affixe de C estzc=1 +(2 + \/_3) i.

Soit D le point d'affixep= 2 i\/_3 :

Justifier que le point D appartient au cefclé’lacer D sur la figure.
Placer Dimage de D par la rotatiandéfinie a la question 2.

On notez, I'affixe de D'. Montrer quép = — \/_3 + 3.

o A 20D

5. Montrer que les vecteuBC et DD' sont colinéaires. Que peut-on en déduire ?

Nouvelle Calédonie novembre 2009 2



ANNEXE

——

Nouvelle Calédonie novembre 2(

3



CORRECTION

EXERCICE 1 5 points Commun a tous les candidats

l.a. lim x*e*=0donc lim f(x)=0
lim e™=+cde plus lim x*=+edonc lim f(x) =+
b. f'x)=2xe*—x?e*=x(2-x)e”*

La fonction exponentielle est positive sur IR dbi{g) a le méme signe que(2 —x)

N
+
8

X — 00 0
f'(x) — 0 + 0 —

f +°°\ . / 48_2\ 0

C. f est décroissante sur ps-; Oletf (0) = 0 dond (x) > 0 sur ] — ; 0]
f est croissante sur [0 ; 2]et0) = 0 dond (x) > 0 sur [0 ; 2]
f est décroissante sur [2 pet{ et lim f(x) = 0 dondf (X) >0 sur [2 ; +oo [

Pour toutx réel,f (x) > 0

2.a. festcontinue sur IRet pour toutéel,f (x) > 0 donc sa> 0 alors I1&) >0
f est continue sur IRet pour toutéel,f (x) >0 donc se<0 alors 16) <0

b.  u(x)=e *doncu(x) = — e *etv(x) = x?doncv(x) = 2x
donc If@) = [— x? e'x] : - I : -2xe " dx =—a’e?+ ZJ Oa xe™* dx
de méme sil'(x) = e *doncu(x) = — e *etv(x) =x doncv'(x) = 1

joa xe ™ dx =[-xe™] : —joa —e " dx=—ae’-[e”] : =—ae?-e?+1=-€%1+a)+1

2
I(a) =—a’e®-2e?(1 +a)+2=2—2ea(1+a+a7j.

2

2
C. Pour tout nombre réal: I(a) =2 - 2 ea[1+ a+a7] donc€l(a)=2€"-2 (1+ a+a7j
L1, a a’
donc pour tout nombre réal: Ee (@) =e"—| 1+ a+? .

3.a. ¢'(x)=e"donc latangente a C au point d'abscisse 0 dsbite passant par A (0 ; 1) de coefficient diracg(0) = 1
h'(x) = 1 +x donc la tangente a P au point d'abscisse O dsbiee passant par A (0 ; 1) de coefficient diract#(0) = 1

Les deux tangentes passent par le méme point & ar@me coefficient directeur donc sont confondues

les courbes C et P ont la méme tangente au painsasse 0.

2

b. g(x) —h(x) = &* - (1+ x+x?] d'aprés la question 2.g(x) —h(x) = 2 I(x) or

six> 0 alors I§) > 0 donc sk > 0, g(x) —h(x) > 0 donc C est au dessus de P sur [@;[+
six< 0 alors 1K) < 0 donc sk < 0,g(x) —h(x) < 0 donc C est en dessous de P suw];-0].
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EXERCICE 2 5 points Candidats n'ayant pas choisi Enseignement de spécialité
1.a. Lors du premier passage les deux équipemenia oméme probabilité d'étre choisis dgn€T 1) =p (P, = 0,5
si un manchot choisit le toboggan, la probabilitél de reprenne est 0,3 donp, (T ;) =0,3

Si un manchot choisit le plongeoir, la probabitjtéil le reprenne est 0,8 dong, (T;) =1-0,8=0,2

b. d'apres la formule des probabilités totghT:)) =p(T2n T1) +p(T2n Py) =p(T 1) x p (T2 +p(P1) x pp (T2)

p(T,) =0,5%x0,3+0,5x0,2=0,25 :711

C.
0,3 Thea
Un Tn
017 Pn+1
0,2 Th+1
1-u
" Pn 0,8
I:)n+1

d. P(Mh+) =P(Ths1n T) +P(Ths1n Py)=u,x0,3+(1-u,)x0,2donauy.;=0,1u,+0,2.

e. La limite quanah tend vers o de (,,) semble étreg

2 1 2 2 2 1 1 2
2.a Vi=Uj—— ==—-—= etv =u -—-—=0,1uy,+02—=0,luy——=—|u_——
1 1 9 2 9 n+1 n+1 9 n 9 n 45 ( n j

10 9

(SN
(0]

doncv,.,= %vn . La suite ¢, ) est géométrique de raiscf% de premier termel5—8.

b. vn:q“‘lvlzo,ln‘lxidoncun:vn+E:0,1"‘1><E +2
18 9 8 9
C. —1<0,1<1donclim 0,1"=0 donc la limite de la suite{) esté. Ce résultat permet de valider la conjecture émist.e.
n-+o

EXERCICE 2 5 points Candidats ayant choisi I'enseigement de spécialité
l.a. 7-2x3=1dona=-2etv=1 sont solutions deB+ 7v=1.
7% 102" - 2x 3x 102" = 10?"donc une solution particuliéra {; y o) de I'équation (E) est (—210?"; 102"

b. 3x+7y=10""et 7x 10%"— 2x 3x 102" = 10?"donc par différence membre & membre :

3(x+2x10%")+7 (—10*")=0soit 3+ 2x10°")=—7 —10°")

donc 3 divise — 7y(— 10°") ; 3 et 7 sont premiers entre eux donc d'apréséleréme de Gauss, 3 divise 10"

Il existe un entier relatif tel quey — 10°" = 3k soity = 3k + 10?" donc en remplacant dansx3+2x 102" ) = — 7  — 10°") alors
x=-T7k-2x10%"

Vérification :

3(-7k—2x10%") + 7 (8k+ 10%") = — 6x 10%" + 7x 10%" = 10*"

Les solutions de (E) sont donc les couples derladd— 7k — 2x 102" ; 3k + 10°") aveck [ Z.

2.a. 100-2 =98 =% 14 donc 106G 2 (modulo 7).
si (x ; y) est solution de (G) alorsx® + 7y?= 102" or 7y?= 0 (modulo 7) et 18" = 100" donc 1G¢" = 2" (modulo 7).
donc si & ; y) est solution de (G) alorsx@ = 2" (modulo 7).

b. Six=2alorsx*=120r12=7 +5donc@ =5 (7)
Reste de la division euclidienne xipar 7
Reste de la division euclidienne de&3par 7

»

0 1 2 3 4 5
0 6

3 5 6 5 3

C. 2%=8donc 2= 1 (modulo 7) donc 2= 1 (modulo 7) ; 2¥**=2 (modulo 7) ; 2" 2= 4 (modulo 7)

Dans la division par 3 d'un entigyil existe deux entiers etr tel quen =3k +r avecr 0 {0 ; 1 ; 2 } donc pour tout entiar, 2" est
congrual, 2 ou4 modulo 7.

3x? n'est jamais congru & 1, 2 ou 4 modulo 7, doneeopeut jamais avoir 82= 2" (modulo 7).

L'équation (G) n‘admet pas de solution.
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EXERCICE 3 5 points Commun a tous les candidats
1. B a pour coordonnées (1 ;0 ; 0) et C (1 ; lddhc | a pour coordonne{

I\)lH
;/

B a pour coordonnées (1;0;0)etF (1 ; 0 ;djad) a pour coordonneéi 0 1)
2
"2

;1) doncﬁ.m=—%><2+0><1+l><1=0

I\)

|\>I|—\

H a pour coordonnées (0 ;1 ;1) etF (1 ;0 ;djolK a pour coordonne{

2. K a pour coordonnégs —

|\>I|—\

1.

Ja pour coordonné{so = j doncn.lJ=0x2 —% x1 +% x 1 = 0 donc le vecteun (2;1;1) est orthogonal K etad.

Les droites (1J) et (IK) sont sécantes danest un vecteur normal du plan (1JK) donc le pldK) a une équation de la forme :

2x+y+z+d=0;|appartient a ce plan done<2+% +O+d=Osoitd=—g

Une équation du plan (IJK) est x2ry +z + —g =0ouencore#+2y+2z-5=0.

3.a D =— AB doncAB est un vecteur directeur de (CD).IMCD) si et seulement si il existe un réeél quem =k AB

x-1=k x=k+1
soit { y—1=0 donc un systéme d'équations paramétriques deike ¢€D) est; y=1
z=0 z=0

b. En déduire que le point d'intersection R du §laK) et de la droite (CD) est le point de coondt’aas(:s1 i1 Oj.

x=k+1

R appartient a (CD) donc les coordonnées de Rdsfi formey y =1 aveck réel.
z=0

R appartient au plan (1JK) donc les coordonnéeR dérifient 4x + 2y + 2z—- 5 =0.

donc4(<+1)+2x1+2><o_5=oc10mk=_:11

x:—£+1
4

les coordonnées de R sonty =1
z=0

donc R est le point de coordonn{e‘%; 1; Oj.

4. | appartient a (BC) et J appartient & (BF) denglan (1JK) coupe la face (BCFG) du cube suiVamroite (1J)
J appartient a (BF) et R appartient a (CD) dorde (1JK) coupe la face (ABCD) du cube suivandiaite (JR)

Les faces (ABCD) et (EFGH) du cube sont paralldasc le plan (1JK) les coupe suivant deux droi@afeles donc coupe (EFGH)

suivant la paralléle en K a (JR).
Soit M le point d'intersection de cette droite ay@¢l) et L le point d'intersection de cette draiteec (EF)
Le plan (IJK) coupe la face ((ABEF) suivant (IL)latface (CDHG) suivant (MR) d'ou la section duear ce plan.

5.a. G estle point de coordonnées (1 ; 1 ; 1) dardidtance du point G au plan (1JK) est
| 4x1+2x 1+ 2x 1- §

égale & G
J42+22+ 22
4x1+ 2x 1+ 2x 1-
| q -_3 3 3\/_6 —ﬂs la distance du point G au plan
J47+2%+ 27 - J24 2\/_6 2x6 4
6

(IJK) est égale a\/T_ .
b. S est la sphere de centre G passant par F daayaie GF = 1. G Q
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\/7 < 1 donc la sphére S et le plan (IJK) sont sécantant un cercle de centre G' projection orthag@ude G sur le plan (1JK).

4
Soit Q un point de ce cercle. G'Q est le rayon Retuale intersection de la sphere et du plan (1JK).
Le triangle GG'Q est un triangle rectangle en G

6
donc GG? + G'Q? = GQ?or GG' :% et GQ = 1 (rayon de la sphére)

doncG'Q@=1-— =

410 410
6 _10 donc G'Q ==— donc R =——
16 16 4 4

¥4
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EXERCICE 4 5 points Commun a tous les candidats

cosf==

l.a. |za|=2donz,=2(cos +isinf) =1+ i\/_3,d0nc donch = g+ 2km(kO7Z)

. TU . TU

i— ~ i—
Za=2e 3demémag=2e 2
b.

C. OA=|za|=2etOB =fg| =2 donc OAB est un triangle isocele en O

ijr.x i Z _—
=e 5% =e'® donc an{—“] =g+ 2km(k0Z) soit(OB;OA)=g+ 2kn(k0Z)

B

. T
r est une rotation d'anglg .

: Tl . , iz
b. r est une rotation d'anglg de centre O donc I'écriture complexe de la raotatiestz = etz

3.a. T estle cercle de centre A de rayon OA * #ansforme le cerclE en le cercle de centréA) = B de méme rayon or OB = 2
donc O appartientdl") doncr(l") =T".

1..2+,3

1
b. )= = (zp+zp) = = +i
1= 5 (2at28) = 5 2

C. COT donc OA = OC or OA = OB de plus[CTI'' donc OC = OB donc le quadrilatere OACB est uahge

d. le quadrilatére OACB est un losange donc seagodies se coupent en leur milieu donc | est lemide [OC]
doncz, = %zc donczc=2z,=1 +(2+\/§) i
4.a. AD=|-1+i/3|=2doncDIl
iz 3 . . .
b. zD-=eﬁzD=(g+|—;](2|\/_3)=—\/_3 +3i
5. FCapouraﬁixel{2+J§)i—2i 3=1+(2-/3)i
DD' a pour affixe -3 +3i-2i\/3 == /3 +(3-2/3)i=-/3[1+(2-4/3)i] donc DD'=- /3 DC

DD'et DC sont colinéaires. Les points C, D, D' sont alignés
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