EXERCICE 1 5 points

Partie A
Restitution organisée de connaissances On suppos@nas les résultats suivants :
. e%=1.
+ Pourtous réelzety, e x e’ = e*"V.
. - 1
1. Démontrer que pour tout régle™ = —-
e
2. Démontrer que pour tout réekt pour tout entier natura| (e*)" = e"*.
Partie B
s . e . 1 e "X
On considére la suitei ) définie pour tout entier naturelpar :u, = J' 0 T3 o dx.
+e

1l.a. Montrer queug+u;=1.
b. Calculeru 4. En déduireu.
2. Montrer que pour tout entier naturglu,, > 0.
, 1-e™"
3.a. Montrer que pour tout entier naturehon nul,u,,1+u,=
fy . 1-e™"

b. En déduire que pour tout entier naturelon nul,u, < .

n
4, Déterminer la limite de la suit@ {).

EXERCICE 2 4 points
L’espace est muni d’'un repére orthonormal (OT; Kk ). On note (D) la droite passant par les points;A2 ; - 1) etB(3;-5; - 2).

X=1+2t
1 Montrer qu’'une représentation paramétrique deditel(D) est ;1 y=-2-3t avect 0 R.
z=-1-t
x=2-k
2. On note (D) la droite ayant pour représentation paramétrigiey =1+ 2k aveck 0 IR.
z=k

Montrer que les droites (D) et {ne sont pas coplanaires.

On considere le plan (P) d’équatiox 4 y+5z+ 3 =0.

Montrer que le plan (P) contient la droite (D).

Montrer que le plan (P) et la droite’{Be coupent en un point C dont on précisera leslcmnées.

On considére la droité\] passant par le point C et de vecteur directeufl ; 1 ; — 1).

Montrer que les droited\] et (D) sont perpendiculaires.

Montrer que la droiteX) coupe perpendiculairement la droite (D) en umpBidont on précisera les coordonnées.

op M TP W

EXERCICE 3 5 points Enseignement obligatoire

Pour chacune des propositions suivantes, indiguelie est vraie ou fausse, et donner une justificade la réponse choisie.

Une réponse non justifiée ne rapporte aucun pdiatitefois, toute trace de recherche, méme incompbét d’initiative, méme non
fructueuse, sera prise en compte dans I'évaluation.

1. Une urne contient une boule blanche et deux bawd&es. On effectue 10 tirages successifs d’undebeeec remise (on tire
une boule au hasard, on note sa couleur, on lat @enes I'urne et on recommence).

3 7
Proposition 1 : « La probabilité de tirer exactement 3 boules Hiesest X (%) X(—gj .»

2. Une variable aléatoire X suit la loi exponenti@leparamétra (L > 0).
On rappelle que pour tout réeb 0 :p(X <a) = _[Oa Ae M dt.

Proposition 2 : « Le réela tel quep(X > a) = p(X < a) est égal aln—2 .»
A
3. Soit le nombre complexe= 1 - i\/3.
Proposition 3 : « Si I'entier natureh est un multiple de 3 aloes' est un réel. »
4, On considére, dans le plan complexe rapporté @pgre orthonormal direct (Qi; v), le point A d’affixea = 2 — i et le point

B d'affixe b = % a

Proposition 4 : « Le triangle OAB est rectangle isocéle. »
5. Dans le plan complexe rapporté & un repére ortmoalodirect (O i, v), & tout point M du plan d’affixe non nulle on

associe le point Md'affixe Z telle quez = - 170 ol z désigne le nombre conjugué de
z

Proposition 5 : « Il existe un point M tel que O, M et’Me sont pas alignés. »
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EXERCICE 3 5 points Enseignement de spécialité

Pour chacune des propositions suivantes, indigueles est vraie ou fausse, et donner une justificade la réponse choisie.

Une réponse non justifiée ne rapporte aucun pdiotitefois, toute trace de recherche, méme incompbét d’initiative méme non
fructueuse, sera prise en compte dans I'évaluation.

1. On considére, dans le plan complexe rapporté @pgre orthonormal direct (Qi; v), le point A d’affixe 2 — i et B image

de A par la rotation de centre O et d’an%’e

On note | le milieu du segment [AB].
Proposition 1 : « La similitude directe de centre A qui transfornes O a pour écriture complexe= (1 +i)z-1-21i. »

2. On appelle S I'ensemble des coupbesy() d’entiers relatifs solutions de I'équatiorx3- 5y = 2.
Proposition 2 : « L’ensemble S est 'ensemble des couplds<5L ; 3k — 1) ouk est un entier relatif. »

3. On considére I'équation (Ex? +y?= 0 modulo 3, oux; y) est un couple d’entiers relatifs.
Proposition 3 : « Il existe des couples (y) d’entiers relatifs solutions de (E) qui ne soas jgles couples de multiples de 3. »

4, Soitn un entier naturel supérieur ou égal a 3.
Proposition 4 : « Pour tout entier naturkl(2 < k < n), le nombren ! + k n’est pas un nombre premier. »

5. On considére I'équation (E: x*— 52x + 480 = 0, o est un entier naturel.
Proposition 5 : « Il existe deux entiers naturels non nuls dom®&CD et le PPCM sont solutions de I'équatiof).(&

EXERCICE 4 6 points

Partie A
Soitu la fonction définie sur] 0 ; 4o [ paru(x) = x?—2 + Inx.
1. Etudier les variations desur ] O ; +oo [ et préciser ses limites en 0 et e+

2.a. Montrer que I'équatiomi(x) = 0 admet une solution unique sur ] O .
On notea cette solution.

b. A l'aide de la calculatrice, déterminer un encadeant’amplitude 10%dea.
3. Déterminer le signe d&(x) suivant les valeurs de

4.  Montrer I'égalité : Ino = 2 —a2.

Partie B

On considére la fonctiohdéfinie et dérivable sur] 0 ;o [ parf (x) =x% + (2 — Inx) 2.
On notef ' la fonction dérivée desur] 0 ; +oo [.

1. Exprimer, pour toux de ] 0 ; +oo [, f '(X) en fonction deu(x).
2. En déduire les variations desur ] 0 ; +oo [.
Partie C

Dans le plan rapporté & un repére orthonorméi(Q ), on note :
» T lacourbe représentative de la fonction In (Iafane népérien) ;
* Ale point de coordonnées (0 ; 2) ;
* Mle point del” d’abscissex appartenanta] 0 ;o [.

Montrer que la distance AM est donnée par AN/ =f (X) .

Soitg la fonction définie sur] 0 ; ¢ [ parg (X) =+/ f(X)
Montrer que les fonctiorfsetg ont les mémes variations sur ] 0 ¢of.
Montrer que la distance AM est minimale en un pd&iff, noté P, dont on précisera les coordonnées.

Montrer que AP = y/ 1+ ? .

3. Pour cette question, toute trace de recherche, méammpléte, ou d'initiative, méme non fructuesssa prise en compte
dans I'évaluation.
La droite (AP) est-elle perpendiculaire a la taiget en P ?

o Ty d PR
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CORRECTION
EXERCICE 1 5 points

Partie A
1. En choisissang = —x : e*x e’ = e**Y devient :  x e *= e* *soit & x e *= e°
- - 1
e*xe*=1ldonce = —.
2. Montrons par récurrence que pour tout séef pour tout entier natural: (€*)" =e"*.

Sin=0, (&)°=1=e"=e%*donc la propriété est vraie paur 0.

Montrons que pour tourt, la propriété est héréditaire soit que pour tode IN, si (€)" = e" *alors (&)
(eX)n+1: (eX)n x ex — enx>< ex - enx+x - e(n+l)x

La propriété est héréditaire pour toulonc est vraie pour toatde IN.

n+l_ e(n+1)><

Partie B

dx

1 e ox 11
1.a uo_-[01+e‘xdx_-[01+e‘x

! e X ot 1 1
ul_j01+e’xdx doncuo+u1—jomdx +J‘01+efxdx

ot 1 e _rt N
Uop+Uy= IO (ﬁ+ m ex]dx doncug +u;= joldx =[x, =1

- X 1 -x

. u' . _ I . .
b. la fonctionx - — estde laforme — olu(x)=1+¢€ *donc une primitive de la fonction— — est la fonction
u

X - —In(1+e”)
doncu;=—In(1+eH)+In@+€)=2-In(1+e&?)
Up=1-u;=1+In(1+€Y-In2

-nx -nXx

. . . 1 e . .
2. La fonctionx — — est continue positive sur Ret0 <1 dohg: e dx > 0 soit pour tout entier natune]u,,> 0.

1

-(n+1)x -nx
1(e e
dx «:»un+1+un:'f —+ — |dX
ol1+e 1+ e

-(n+1)x -nx

1e 1
—dx+ [ ——
0 1+e™ 01+e”

1
L(e ¥ +1) e T e "
dX < Ups1+Up= jo ¥dx o UpsrtUp= .[O e "dx =|-

3.a. un+1+un:J.

1 ef(n+1)x+ efnx

un+1+un=J.

0 1+e™” 1+e™” n o
_1-e™
Ups1tUp= .
b. pour tout entier naturel non nul,u,> 0 doncu,.;>0doncu,<U,.1+U,
. . 1-e™"
Soit pour tout entier naturalnon nul,u, <
-n -n

n

. . . 1-
4, lim e " =0donc lim = 0 or pour tout entier naturelnon nul, O< u, <

n- +o n- +ow

gendarmeslim u,=0.

n - +oo

donc d'aprés le théoréme des
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EXERCICE 2 4 points
1 AB est un vecteur directeur de (D) et a pour coordesr(2 ; — 3 ; — 1)
(D) est I'ensemble des points M tel il =tAB (t O R).

x-1=2t x=1+2t

AM a pour coordonnéeg £ 1y + 2 :z+ 1) doncAM =tAB « { y+2=-3t = { y=-2-3t avect OR.
z+1=-1t z=-1-t

2. Un vecteur directeut de (D) a pour coordonnées (— 1 ; 2 ; 1) (prenesecoefficients dé&)

u et AB ne sont pas colinéaires donc les droites (D) Btr{®sont pas paralléles, les droites (D) et @t donc soit sécantes soit
non coplanaires
Cherchons leur intersection :

x=1+ 2t x=2-k 1+2t=2-k
MO(MD)n (D) = § y=—2-3t ets y=1+2k. On doit donc résoudre le systeme ehk : { —2-3t =1+ 2k
z=-1-1 z=k —1-t=k
) R A1+ 2t=2- (1-t) 1+ 2t = 3+t t=2
sik=—1 -t alors le systéeme se rédui = =
-2-3t=1+ 2 1-t) -2-3t=-1-2t -1=t

ce qui est impossible donc les deux droites ne pamtoplanaires.

x=1+2t
3.a. Un point M de (D) a des coordonnées de la formg=—-2- 3t avect O R,
z=-1-1t

A4Xx+y+5z+3=4(1+2)-2-3t+5(-1-)+3
4x+y+5z+3=4+8&-2-3t-5-5+3
4x+y+5z+3=4-2-5+3+8-3t-5t=0

Tout point M de (D) appartient a (P) donc le plBh ¢ontient la droite (D).

x=2-k
b. Un point M de (D’) a des coordonnées de la formg=1+ 2k aveck 0 R,
z=KkK
4x+y+5z+3=4(2-K +1+2k+5k+3
A4x+y+5z+3=8-4&k+1+2k+5k+3
A4x+y+5z+3=8+1+3—-4&+2k+5k
Ax+y+5z+3=12+XK
Il existe un point unique de (D’) appartenant § (®st le point de paramétkeel que 12 + X = 0 soitk =—-4
Il s’agit donc du point C de coordonnées (6 ; —#4).

4.a. Un vecteur directeun de (D’) a pour coordonnées (-1 ;2 ; 1)
U.wW==1x1+2x1+1x (= 1) = 0 donc les droiteA) et (D’) sont perpendiculaires.

b. Montrer que la droiteX) coupe perpendiculairement la droite (D) en umpBidont on précisera les coordonnées.
AB de coordonnées (2 ; — 3 ; — 1) est un vecteuctdive de (D)
AB.w =2x1+ (-3)x 1+ (- 1)x (- 1) = 0 donc les droiteA) et (D) sont perpendiculaires.

X=6+k
Une représentation paramétrique de la drdijesét ;< y=—-7+ k aveck O R.
z=-4-k
x=1+ 2t X=6+k 1+ 2t=6+Kk 2t-k=5
MOMD)n Q) = < y=—2-3t et y=-7+ k Il faut donc résoudre le systemetertk: { —2-3t=-7+k = { 3t+k=5
z=-1-t z=-4-Kk -1-t=-4-k t-k=3
t-k=3 (Ly)
e qt=-1 (L,-L,) <t=2etk=-1
4k=-14 (L,-3L,)

En remplacant sottpar 2 dans I'équation de (D) s&ipar — 1 dans I'équation dA)( la droite Q) coupe perpendiculairement la
droite (D) en un point E (5 ;-8 ; — 3).
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EXERCICE 3 5 points Enseignement obligatoire

1. On a une succession de 10 expériences aléataiezsiques et indépendantes, chacune d’elles aidsues :

la boule obtenue est blanchex :—;) ou la boule obtenue n’est pas blandape é)

donc la variable aléatoire comptant le nombre dédsoblanches suit une loi binomiale de paramém@s:—]g')
1)’ (2)'
p(X = 3) = (g") xp3xq® 3= 120x (5) x (5) . Proposition 1 fausse

2, p(Xsa):j:Ae'“ dt =1-e’?

p(X>a)=1-p(X<a)=e?

p(X>a)=p(X<a) = et=1-_g*? - e‘“‘:% e -Aa=-=In2- a:InTZ Proposition 2 vraie

3. z=1-i3 =2e 3 doncz®=8e "=_8

Si I'entier natureh est un multiple de 3 alors il existe un enpigel quen = 3p doncz®? = (z*)P = (- 8)°
doncsi I'entier natureh est un multiple de 3 alogs' est un réelProposition 3 vraie.

4,  OA?=22+(-1)7=5

.12
oB?= |1 japp=Ljap=2
2 2 2
. . .12
b—a:%a—a: 12+|ad0ncABZZ‘ 1+ IalzzélalzzgdoncAB:OBetAI52+OBZ:OA2

Le triangle OAB est rectangle isocéle erPBoposition 3 vraie.

5. argZ = arg (_Tloj + 2k tdonc argg = arg (— 10) — arg_z +2kTt
z

argz = t+ argz + 2k mdonc U, OM') =7+ (u, OM ) + 2k Tt soit (OM , OM') = 2k Tt
Pour tout point M du plan d’affixenon nulle, les points O, M et M’ sont alignés
Proposition 5 fausse
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EXERCICE 3 5 points Enseignement de spécialité

1. La rotation de centre O d’ang% a pour écriture complexg = eiE zdoncb=ia=1+2i
+ +i
Le point | a pour affixe, = arb _ %

A partir de |1& deux possibilités :

Solution 1

La similitude directe de centre A qui transformenlO a pour écriture complexe de la forzhe z, =a (z—z,) oua est un complexe
non nul, soiz -2 +i=a(z— (2 -i)).

Cette similitude transforme | en O donc — 2 +a E% -2+ ij

-1+ 3i donca = 2 x —2+|_ PP (—2+|)_(—1—3|)_ :22+6|—|+3:5+5|
-1+3i (-1+3i)(-1-3i) 10 5
a=1+idonc la similitude directe de centre A transforme | en O a pour écriture complexe (L +i)z-1- 2.

—2+i=a

Solution 2
On pouvait se contenter de vérifier que :

» latransformation avait une écriture complexe delme z' = a z + b donc était une similitude dieec

e A était invariant par la transformation : =2 —2++1—-1-2i=2 —idonc A est le centrdasimilitude

. . (3+1i .1 . . .

. IetalttransformeenO:(1+£)%j —1—2|=§(3+|+3|—1)—1—2|=0
Il existe une seul similitude directe transformantcouple de points distincts en un autre coupleailets distincts donc la similitude
directe de centre A qui transforme | en O a poutw@e complexe = (1 +i)z-1-21.
Proposition 1 vraie.

2. 3x(=1)-5%x(—1)=-3+5=2donc le couple (— 1, — 1)uzst solution particuliére de (E).
3x-5y=2
3x(-1)-5x (1= 2
par différence membre a membre x3(1) -5¢+ 1) =0soit 3X+1)=5§ + 1)

3 divise 5 ¢ + 1), 3 est premier avec 5 donc d'apres le théer@enGauss, 3 divisg ¢ 1)

il existe un entier relatif tel quey + 1 = 3k

enremplacantdans 8¢ 1) =5 ¢ + 1) alorsx + 1 = 5kdoncx=5k—1ety=3k-1

Vérification : 3 (bk-1)-5(X—-1)=-3+5=2

L'ensemble S est 'ensemble des couplek {51 ; 3k — 1) ouk est un entier relatif.

Proposition 2 vraie.

Le couple d’entiers relatifx(y) est solution de I'équation (E) X3-5y=2 = {

3. Un nombre est congru a 0 ; 1 ou 2 modulo 3 donaaoré est congru a 0 ; 1 ou 4 soit 1 modulo 3
2
x [ 0] 1] 2 y X1 o | 1
2
X 0 1 1 0 0 1
1 1 2

x?+y?=0 modulo 3= x?=0 modulo 3 ey?= 0 modulo 3
= X =0 modulo 3 ey =0 modulo 3Proposition 3 fausse

4. Soitk un entier naturel compris entre 2neh ! est le produit de tous les entiers compris ehte¢n, parmi ces entiers figute
doncn ! est divisible pak

Il existe un entier natur@ non nul tel quen ! =kpdoncn! +k=k (p + 1)

2<k<ndonck#1etkzn!

le nombren ! + k admet un diviseuk autre que 1 et lui-méme donc le nombiet+ k n’est pas un nombre premier.

Proposition 4 vraie.

5.  x%—52x+ 480 = 0 admet pour solutiors 12 etx = 40

Soitd = pgcd & ; b) etm=PPCM &; b)

d = pgcd & ; b) donc il existe deux entiers naturalet b’ premiers entre eux telsqas=da etb=db’etm=da’ b’doncm>d
Supposons qu'il existe deux entiers naturels ndaanatb dont le PGCD et le PPCM sont solutions de I'équeE’).

. .. d=12 [d=12 d=12
On a donc avec les notations précédentes soit =
m=40 da'b'=40 12a'b'= 40
or 12 ne divise pas 40 donc on ne peut pas avak detiers naturelg et b’ tels que 122’ b’ = 40 Proposition 5 fausse
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EXERCICE 4 6 points
Partie A

1. u est définie continue dérivable (somme de fonctmorginues et dérivables sur] 0 ¢ot]) sur] 0 ; +oo [ etu’(x) = 2x + 1
X

x>0 donas(x) > 0 sur] 0 ; 4o [ doncu est strictement croissante sur ] Oop .
lim Inx=—-w et lim x?>-2 =—2 donclim u(x) = —c
~0*

x-0" x-0" X

lim Inx=+wet lim x?=2=+wdonc lim u(x) =+

X > +o X > +o X - +00

2.a. Lafonctionu est définie continue strictement croissante €ur oo [, u(] 0 ; +o [) = Rdonc I'équationu(x) = 0 admet une
solution unique sur] 0 ; & [.

b.  u(1,31)=- 0,014 et(1,32)= 0,02 donc 1,3k o < 1,32

3. u est strictement croissante sur ] O+, u(a) = 0 donc
X 0 a + 00
u® | ~ 0 +
4, u@=0ea’-2+Ina=0< Ina=2-0?
Partie B
1.  Pour dériver (2 — I) ? il faut utiliser, par exemple, qua{)’ = 2 u’ uavecu(x) = 2 — Inx etu’(x) = — L
X

2 _
1) =2 X z2*inx doncf’(x) = 2 u(x)
X X

f'(x)=2x+2(2—-1Inx) (—;

2.
X 0 a + 00
u(x) - 0 +
f'(X) - 0 +
+ oo
f \ /
Partie C
1. M a pour coordonnéeg ( Inx) donc MA a pour coordonnées (x= 2 — Inx)

AM 2=MA?2=x2+ (2 - InX) > =f (X) donc la distance AM est donnée par AM/=f () .

2.a. Soit la fonctiorh : x - \/_x
g =hof orh est strictement croissante sur ] 0ot doncg etf ont les mémes variations sur ] 0 ¢oH.

b. g etf ont les mémes variations sur ] 0+, f admet un minimum ea doncg admet également un minimum en
AM = g(x) donc la distance AM est minimale end;(n a).

C. f(a)=a?+ (2 -Ina)?or 2 —Ina = a?d’aprés la question 4. de la partie A doge) =a?+a*=a? (1L +a?)
a>0donog(a) =a 1+a? donc AP g(a) =a / 1+a?’.
3. AP a pour coordonnées ( Ina — 2)

La tangente & en P a pour équation= 1 (x—0) + Ina donc a pour vecteur directeur(a ; 1)
o}

AP .u=a?+Ina - 2 =u(a) = 0 donc La droite (AP) est-elle perpendiculgire tangente & en P.
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