La Réunion juin 2008

EXERCICE 1 5 points Commun & tous les candida

Tous les résultats seront arrondis 4107 prés.

Une entreprise produit en grande quantité desssti® probabilité qu’un stylo présente un défatgale a 0,

1. On préléve dansette production, successivement et avec remisestylos
On note X la variable aléatoire qui compte le nagrie stylos présentant un défaut parmi les huisiyrélevé:
a. On admet que X suit une loi binomiale. Donner lesameétres de cette |

b Calculer la probabilité des événements suive

A: «iln'y a aucun stylo avec un défaut » ;

B : «il y a au moins un stylo avec un défau

C : «il y a exactement deux stylos avec un déf:

2. En vue d’améliorer la qualité du produit ver on décide de mettre en place un contrdle qui aedeps les stylos sans défi
et 20 % des stylos avec défaut.

On prend au hasard un stylo dans la productiomd@® D I'événement « le stylo présente un défaet &, I'éveénement le stylo est

accepté ».

a. Construire un arbre traduisant les données den@és

b. Calculer la probabilité qu'un stylo soit acceptécantrole

C. Justifier que la probabilité qu’un stylo ait un aiéf sachant qu'il a été accepté au controle et ég2,022 a 1~ % prés.
3. Aprés le contrble, on préleve, successivementext esmise, huit stylos parmi les stylos acce

Calculer la probabilité gu'il n’y ait aucun styleec un défaut dans ce prélevement de huit s
Comparer ce résultat avec la probabilité dgdhement A calculée a la questiolb.. Quel commentaire pe-on faire ?

EXERCICE 2 5 points Commun & tous les candida
Les parties A et B peuvent étre traitées indépemnakamt
Partie A

Soitf la fonction numérique de la variable réex définie sur ] 0 ; o par :f (x) = In_2x .
X

Sa courbe représentativ&)( construite dans un repére orthonormal, et sdede de \ariations sont donnés-dessous.

1.5
1.0 +
x 0 e% +00
0.5 + ) 1
. , o —— 2e
-2 -1 0 1 2 3 4 fx)
=05
-10 4 —© 0
-1.5
-2.0 +
1. Le tableau de variations delonne des propriétés sur les variation la fonction, les limites aux bornes I’ensemble de
définition ainsi que I'extremuniznoncer puis démontrer ces propri¢
2. Dans cette question, toute trace de recherche, nm@oepléte, sera prise compte dans évaluation

Existe-t-il des tangentes a la courBe)(qui contiennent le point O origine repére ? Si oui donner leur équat
Partie B

X
Soitg la fonction définie sur I'intervalle ] 0+ o[ par :g (X) =I l?—zt dt.
1

1.a. Que représenfepour la fonctiorg ?
b. En déduire le sens de variationsgdur | O ; +oo].
2

Interpréter géométriquement les rép(8) etg [%) .

3.a. ATaide d’une intégrabn par parties, montrer g: g (x) = 1- In X+1.

b. Déterminer la limite dg en +co.
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EXERCICE 3 5 points Commun a tous les candidats
On considere la suiteif ),y définie par uy=5 et, pour tout entier> 1,u, = (1+§] Un_1+ 6 .
n

1.a. Calculem;.
b. Les valeurs da,, Uz, Uy, Us, Ug, U7, Ug, Ug, Ugg U1g SONt respectivement égales a :
45,77, 117, 165, 221, 285, 357, 437, 525, 621.

A partir de ces données conjecturer la nature daita (1) o, définie pard, =u,.1— U,

2. On consideére la suite arithmétiqug Yo, de raison 8 et de premier termng= 16.

Justifier que la somme daspremiers termes de cette suite est égala2#412n.
3. Démontrer par récurrence que pour tout entireln on a :u, = 4n?+ 12n + 5.
4, Valider la conjecture émise a la questiob.1.

EXERCICE 4 5 points Candidats n'ayant pas suivi lenseignement de spécialité
Le plan complexe est rapporté & un repére orthoao(®, u , v).
Soit (C) le cercle de centre O et de rayon 1.

On considére le point A de (C ) d'affixq = eig.

1. Déterminer I'affixe z du point B image de A par la rotation de centret@’anglez?n.

Déterminer I'affixe z du point C image de B par la rotation de centret @’anglez?n.

2.a. Justifier que (C) est le cercle circonscriti@angle ABC. Construire les points A, B et C saféuille de papier millimétré.
b Quelle est la nature du triangle ABC? Justifier.

3. Soith 'homothétie de centre O et de rapport — 2.

a. Compiléter la figure en plagant les points P, @ @hages respectives des points A, B et Chpar

b Quelle est la nature du triangle PQR? Justifier.

4 Dans cette question le candidat est invitéréepsur sa copie les étapes de sa démarche méife isiaboutit pas.

a Donner I'écriture complexe de

b Calculer z + zg + z¢. En déduire que A est le milieu du segment [QR].

c Que peut-on dire de la droite (QR) par rapportercle (C) ?

EXERCICE 4 5 points
Candidats ayant suivi I'enseignement de spécialité
1. Le plan complexe est rapporté a un repére orthoaladirect (O U ,\7).

Soient A, B et C les points d’affixes respectiveg =2 +i,zg=5+ 2 i etz¢c=i.
s, désigne la symétrie d’axe (AB).

a. Démontrer que, transforme tout poir¥l d’affixe zen un pointM’ d’'affixe Z telle quez =(g +gij z - :_SL +—2i

b. En déduire I'affixe de Csymeétrique de C par rapport a (AB).

C. Démontrer que I'ensemble des poiltsels quez est imaginaire pur est la droite (D) d’équation#43y = 1.

d. Vérifier que le point Cappartient a (D).

2. a. Démontrer que les droites (D) et (AB) sont sécaeatesn poinQ dont on précisera l'affixe.

b. On désigne pas, la symétrie d’'axe (D) et pdrla transformation définie pdr= s, ° s;. Justifier quef est une similitude
directe et préciser son rapport.

C. Déterminer les images des points Qgpar la transformatioh.

d. Justifier que est une rotation dont on donnera le centre.

3. Dans cette question le candidat est invité a postarsa copie les étapes de sa démarche méme si'&floutit pas.
a. Déterminer les couples d’entiers relatifs §) solutions de I'équation : ¥4+ 3y = 1.

b. Déterminer les points de (D) a coordonnées ent@oasla distance au point O est inférieure a 9.
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CORRECTION

EXERCICE 1 5 points Commun a tous les candidats
1.a. X suit une loi binomiale de parameétres (8 ; 0,1)

b. p(A)=p(X=0)=043; pB)=p(X=21)=1-p(X=0)=1-043=057; p(C)=p(X=2)=0,14

2.a. 5 1 E
E

o <55
E

2.b. p(E)=p(D) +pp (E) x p(D) doncp(E) = 0,9% 0,1x0,2 = 0,92

p(D N E)_0,1x 0,2
p(E) 0,92

2.c. p(D/E)= doncp(D / E)= 0,022 & 103 prés.

3. On a une succession de 8 expériences aléaitbémrgiques et indépendantes donc la variableaiftéaY comptant le nombre
de stylo avec un défaut suit une loi binomiale demétren = 8 etp = 0,022

La probabilité qu'il ny ait aucun stylo avec un défaut dans ce prélévedehtit stylos estp(Y = 0) = (1 — 0,022§= 0,84 4 107
pres.

Conclusion : ce contrble permet de presque doldderhances d’avoir un lot de huit stylos sansutéfa
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EXERCICE 2 5 points Commun a tous les candidats

Partie A
1 1
1. lim f(x) =—o,f est croissante suf0; e? | et décroissante slire2 ;+« | et lim f(x)=0.
Xx-0 X — + o0
x>0
1 1 1
f admet un maximum powr= e 2 etf | e2 | = e
e
. . 1 . . In x .
lim Inx=-cet lim — =+wdonc lim f(x)=—cw; lim —- =0donc lim f(x)=0.
X-0 X-0 X X-0 X+ X X — + o0
x>0 x>0 x>0

1
“xx2-2xInx

f est définie dérivable sur ] 0 ;¢ [ etf'(x) = X - Xx=2xinx_1-2Inx

x* - x* x3
x>0 donex®> 0 dond ’(x) ale méme signe que 1 — 2n

1 1
1-2Inx>0< Inx<% = 0<x<e? doncf'(x) <0 = xD]O;eZI.

1 1 1
f est croissante su}o ; e2] et décroissante s{re2 ;+ o [ doncf admet un maximum powr= e 2

1 12 o
In[ez] = et[ez] = e dond [eZJ =,
2e

2. La tangente a la courb# § au point d’abscisse (a > 0) a pour équation=f'(a) (x—a) +f (a)
Cette tangente contient le point O origine du repseet seulement siaf’(a) +f(a) =0
1
ﬂzln—f = 1-2lna=lha - Ina::—L - a=e3
a a 3

1 1
In{e3J = doncl—2|£e3J =
1

. R . .2 . . 1
Il existe donc une seule tangente a C contenart'€t la tangente au point d’abscisse, elle a pour équationy:= 36 X.
e

N

soit a

Wl
Wl

103
et [e3J =e dond’'(a) = i.
3e

Partie B

Soitg la fonction définie sur l'intervalle ] 0 ; &[ par :g (X) :I I:1_2t dt.
1

1l.a. festcontinue sur]0 ;e[ doncg est la primitive nulle en 1 dg donc sur] 0 ; w [f=(g.

b. Pour toutx de ] 0 ; +oof, g'(X) =f (X) doncg'(x) a le méme signe queXrdonc :
si0<x<lalorsg’(x)<0;six=1,g(1)=0etsix>1g(x)>0
2. f est continue positive sur [1; 3] dogc(3) est I'aire (en unités d’aire) du domaine plamité par I'axe des abscisses, la

courbe dd et les droites d’équation= 1 etx = 3

f est continue négative SP% ; 1} donc l'aire (en unités d'aire) du domaine planitérpar I'axe des abscisses, la courbé eeles

1
droites d’équatiox = 1 etx = % est égale aJA —T—Zt dt = g[%)
1

=

alors uf)= 2

1 tdoncg(x):I In—ztdt:[—llnt} —I —izdt
v(t)=Int alors V‘(t):¥ 1 t ! 1t

u'(t) =
3.a. Soit

N

t

g(x)z—llnX—[}} :_In_x_1+1 doncg(x) = 1- Inx+1.
X tl X X
b. im < =0et lim Inx =0donc lim g(x) =1

X o+ X X - +00 X % o 4o
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EXERCICE 3 5 points Commun a tous les candidats

On considére la suitelf ) o définie par uy=5 et, pour tout entier>1,u, = (1+—] Up_1+ 6 .
n n

1.a Ul:(1+2)U0+6=21

b. dg d; d, ds d, ds de d, dg dg dqc

16 24 32 40 48 56 64 72 80 88 96
la suite (1,,) noy définie pad,, =u,.1—u, semble donc étre arithmétique de premier tetne 16 et de raison 8.
2. n)non €stune suite arithmétique de raison 8 et de mret@imev,= 16 doncov, = 16 + 8n.
n-1

vV, +V - Y

v, =n— 1o 16+16+ 8- 1) |\ 8* 2 24 10
2 2 2
k=0
3. Uo=5o0rsin=0,4n%+12n+ 5 = 0 donc la propriété est vraie pous 0.
Montrons que pour tout entier naturediu, = 4n?+ 12n+5alorsuy.1=4 (+ 1)+ 12 o+ 1) +5=4n?+20n + 21
2 6 n+3 2 6 1 2

Ups1=|1+—jup+ — = Xx(4n“+12n+5)+——=——[(n+3)(4n“+12n+5)+6
[ n+1] =X )t = [+ 3)( )+6]

um4=-4£—(4n3+24n2+41n+21)
n+1

0r(4n2+20n+21)(n+1)=4n3+24n2+41n+21doncun+l=%1 (n+1) (4n?+20n+21)=4n%+20n+21
n

La propriété est héréditaire donc est vraie poutrialeN.

4, dn=Uns1-Uya=4n%+20n+ 21 — (4n®+12n+5) = 8n + 16 donc la suited(,) ,o, est arithmétique de premier terme
dy= 16 et de raison 8.

EXERCICE 4 5 points Candidats n'ayant pas suivi lenseignement de spécialité
Le plan complexe est rapporté & un repére orthoalo(®, u , v).
Soit (C) le cercle de centre O et de rayon 1.

On considére le point A de (C ) d'affizg = eig.
2T L2T LT

1. I'affixe zg du point B image de A par la rotation de centret@’anglez?n estzg = e s zp=¢ s xed=e=-1

21 21 5m

L'affixe z¢ du point C image de B par la rotation de centiet @’anglez?n estzg = e

Paz€ Pxetze
2.a. Pour tout réed, | €°| = 1 donc OA = OB = OC =1 donc (C ) est le ceoileonscrit au triangle ABC.

b.  Par larotation de centre O d’ang%T—[, r(A) = B etr(B) = C donc AB = AC et AB: BC) = Z?T[

or (BA; BC) =1+ (AB; BC) donc @;R):g a 2mprés.

. L T PR
Le triangle ABC est isocele avec un angle—gde:ionc est équilatéral.

3. Soith 'homothétie de centre O et de rapport — 2.

b. h transforme A en P, B en Q et C en R, or une hoétigtltonserve les angles orientés donc transfoentréaingle équilatéral
ABC en le triangle équilatéral PQR.

4.a. L’écriture complexe db est de la forme = -2z + b, O est le centre de 'homothétie donc est invananh doncb = 0
L’écriture complexe déestz = -2z

b. Le triangle ABC est équilatéral, le cercle (@e) centre O et de rayon 1 est le cercle circonaaritriangle ABC donc O est

aussi le centre de gravité de ce triangle done % (za+2zg+2zc), donczy+zg+2¢c=0

htransforme B en Q et C en R, datg= — 2z etzgr = — 2zc doNCzp = —Zg —Z¢c = %( zq +zR) donc A est le milieu du segment
[QR].

C. (OA) est la médiatrice de [BC] donc est perpeuldire & (BC)h transforme B en Q et C en R, donc (QR) est paeadi€BC)

donc (OA) est perpendiculaire a (QR) or A est uimpde (QR) donc le rayon [OA] du cercle (C) estpamdiculaire en A a (QR)
donc (QR) est la tangente en A a (C).
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EXERCICE 4 5 points Candidats ayant suivi 'enseigement de spécialité

1. Le plan complexe est rapporté a un repéere orthoaladirect (O U ,\7).
Soient A, B et C les points d'affixes respectiveg =2 +i,zg=5 + 2 i etz¢c=i. 51 désigne la symétrie d’axe (AB).
a. s, est la réflexion d’axe (AB) donc une similitudelirecte donc a une écriture complexe de la fafmea z + b telle que A
o . 2+i=a(2-i)+b 2+i=a(2-i)+b 2+i=a(2-i)+b
et B soient invariants pan donc i i o ) . . S . .
5+2i=a((b-2i)+b 5+2i-(2+i)=a[(5-2i)-(2-1)] 3+i=a(3-i)
2+i=a(2-i)+b  (2+i=a(2-i)+b 2+i:[i‘+§i](2—i)+b b=-143
N2 . 5 5 5 5
i (3+1) _ = _8+6i_4, 3. = i
3-1) @+ o =70 "5 _4.3 a=2.3
( 5 5 5 5
: - . e 4 3)\)- 1 3
s, transforme tout point! d’affixe zen un pointM’ d’affixe Z telle quez = T +E' 2 — T +§'
b. I'affixe ¢’ de C est telle que ¢’ il+§i (1) —l+§i = 2 ——1i.
5 5 5 5§ 5 5
C. Soitz=x+ iy avecx ety réels alorg = il+§i (x—iy)—l+§idoncz’= ilx+§y——1 +i —3x——4y+—3
5 5 5 5 5 5 5 5 5 5
doncZ est imaginaire pusi et seulement sgx+—: y——; = 0 doncl'ensemble des pointsl tels quez est imaginaire pur est la

droite (D) d’équation &+ 3y = 1.

. (2.1 2 1) _8-3 . Co
d. Le point C a pour coordonnee(sg ; 3) or 4><g + BXK—EJ :—5 =1 donc le point C’ appartient a (D).
2.a. Ladroite (AB) a pour coefficient directeu}-lrs_—yA =iI§' donc a une équation cartésienne de la fqrm% X+b
Xg = Xa
1 1 . . . - 1 1 .
A 0O (AB) donc 1 =§ x 2 +b donch = 3 La droite (AB) a pour équation carteslelyrve:—3 X+ 3 soitx—3y=-1
=0
x-3y=-1 x-3y=-1 X

Le point commun aux deux droites veérifie : y = y = 1

4x+3y=1 L,+L, 5x=0 y:§

Les droites (D) et (AB) sont sécantes en un pQidtaffixe o = :—1 i.

b. On désigne pas, la symétrie d’axe (D) et pala transformation définie pdi=s,© s;.
S, ets; sont deux similitudes indirectes de rapport 1 denc composééest une similitude directe de rapport 1.
C. Q 0 (AB) n (D) doncs; (Q) =Q ets, (Q) = Q doncf (Q) = Q.
s;(C) =C’ et C' (D) doncs, (C") = C' doncf (C) = C.
d. f est une similitude directe de rapport 1, n'estyoas translation ni I'identitéf (Q) = Q etf (C) # C) doncf est une rotation de
centreQ.
3.a. Lecouple (1;-1)estsolution dex4 3y=1.

4x+3y=1
{ 4x1+3x (-1)=1
4 et 3 sont premiers entre eux et 4 divise 8 1) donc 4 divisg + 1, il existe un entier relatiftel quey + 1 = 4k
Enremplacantdans &€ 1) =—3Yy+ 1) alorsx—1 =—3kdoncx=-3k+1
Vérification : 4x + 3y =4 (- 3k+ 1) + 3 (4k—1) donc & + 3y =— 12k + 4 + 12k — 3 = 1 donc les solutions dex4 3y = 1 sont

les couples (- B+ 1 ; 4k—1) avek [ Z.

donc par différence terme a terme x4 (1) + 3¢+ 1) =0soit4X—1)=-3y+1)

b. OM?=x?+y?,
M est un point de (D) & coordonnées entiéres aene 3k + 1 ;y = 4k + 1 donc OM = (- 3k + 1)? + (4k — 1)?
OM?= 25k~ 17k + 2 donc OM'< 81 ~ 25k*— 14k—79<0

. 71—, 2024 7+, 2024
A =14%+ 4% 25x 79 = 4% 2024 donc 2%?% — 14k — 79< 0O si et seulement si <ks

25 25
7-\ 2024 7+ 2024

e 5e — = 2,1 donc la distance au point O est inférieurese-91< k < 2 donc pour les points :

M_1(4;-5);M(1;-1);M(-2;3)etM(-5;7).

La Réunion 6



