Exercice 1 (5 points)

Dans cet exercice on étudie une épidémie dansamdation

Partie A : Etude de la progression dépidémie pendant 30 joul

Au début de Epidémie on constate que 0,01% de la populatiocoegaminé

Pourt appartenant a [0 ; 30], on nofg) le pourcentage de personnes touchées par la maladist jours. On a dong(0) = 0,01.
On admet que la fonctignainsi définie sur [0, 30] est dérivable, strictetngositive et vérifiey' = 0,05y (10 —y).

1. On consideére la fonctiandéfinie sur lintervalle [0 ; 30] paz = l
y

y (0)=0,01
y'=0,05y (10-y)

Démontrer que la fonctiop satisfait aux conditior { si et seulement si la foncticz satisfait aux conditions

z(0)=100

z'=-0,5z+ 0,05
2.a) En dédire une expression de la fonctiz puis celle de la fonction
b) Calculer le pourcentage de la population infect@#és30 jours. On donnera la valeur arronc’entier le plus proche.
Partie B : Etude sur l'efficacité d’un vaccin.
Dans cette paej toute trace de recherche, méme incompléted’initiative, méme non fructueuse, sera prise en d¢enaans
I'évaluation.
Le quart de la population est vacciné contre aetitadie contagieuse. De plus, on estime que spopalation vaccinée, ! % des
individus ne tombent pas malades. Sur la populdtitaie, on estime aussi que 10% des individus imatades
On choisit au hasard un individu dans cette pojmu:

1. Montrer que la probabilité deé’énement I'individu n’est pas vacciné et tombe radke » est égale a 0,
2. Quelle est la probabilité de tomber malade poundividu quin’est pas vacciné ?

Exercice 2 (5 points)

Partie A : Restitution organisée de connaissanct

On supposera connus les résultats suivants

Soientu etv deux fonctios continues sur un intervalla ; b] aveca < b.

*Siu>0sur g b anrsj: u(x)d x> 0.

* Pour tous réela etf3, '[: [au(X +BUR]d x= a.[: u(x)d x +Bj: v(x)d x.

Démontrer que dietg sont deux fonctions continues sur un intervea ; b] aveca <b et si, pour toux de fa; b] , f (x) < g(x) alors
[P tedxs | gmdx

Partie B
On considére la fonctiohdéfinie sur lintervalle [(; 1] parf (X) = e~

uO:I: f(x)d X:J‘ole'XZ dx

X2

et on définit la suiteu(, ) pai :

2

Pour tout entier naturel non nui, :j; x"f x( ))d:.[: X &
1.a. Démontrer que, pour tout réetle lintervalle [(; 1] ,E <f(¥)<1.
e

En déduire qu% Supg<1.

b
2. Calculew .

3.a.  Démontrer que pour tout entier natured < up.
b Etudier les variations de la suite, (.

c En déduire que la suita () est convergent

4

H G
.a. Démontrer quepour tout entier naturn, u, < ni+1 . !
b. En déduire la limite de la suita ). :
E " F
Exercice 3 (5 points) '
On considére un cube ABCDEFGHadéte de longueur :
On note 1 le centre de la face ADHE, J celui diate ABCD et K le miliet | !
du segment [I J]. leéspace est rapporté au repere orthonorme; X :
AB,AD , AE). N,
1. Déterminer les coordoées des points I, J et K dans ce reg '*,(K
2. Démontrer que les points A, K et G ne sont pasés D) S e c
3.a) Démontrer quée plan médiateur du segmerJ] est le plan (AKG). e N |
b) Déterminer une équation cartésienne du plan (). e X
C) Veérifier que le poihD appartient au plan (AK). 7
4. Dans cette question, on veut exprimer K comme learlye des point A B

Amérique du Nord juin 2009 1



A, D et G. Soit L le centre du carré DCGH.
a) Démontrer que le point K est le milieu du segméhi] [

b) Pour cette question, toute trace de recherméme incompléte, ouiditiative, méme non fructueuse, sera prise en ¢e

dans I'évaluation.

Démontrer que K est le barycentre des points At G affectés de coefficients gl'on précisera.

Exercice 4 (5 pointsYenseignement obligatoir)

Le plan complexe est muni d'un repére orthreag direct (O u, v).
Soit A le point d’affixea =1 + i\/3

et B le point d'affixeb = 1 —/3 + (1 +/3) .

Partie A Etude d'un cas patrticulier

On considére la rotatiaonde centre O et dhglez—sn.

On note C le point d'affixe image du point A par la rotaticr et D

A
le point d’affixed image du point B par la rotatic.
La figure est donnée ci-contre. ]
|

—a |
l.a Exprimerb— sous forme algébriqt c

—-a T 9 F T

i
b. En déduire que OAB est un triangle rectangle isoeal A. °
2. Démontrer que = —2. On admet qué=-2 - 2.
3.a. Montrer que la droite (AC) a poéquatiol :
3
y= % (x+2).

b. Démontrer que le milieu du segment [BD] appartianta P
droite (AC).
Partie B Etude du cas général
Soit 8 un réel appartenant a l'intervalle ] @ yt[. On considére la 1
rotation de centre O et d’ange On note A' le poind’affixe a,
image du point A par la rotatian et B' le poinid'affixe f , image du
point B par la rotatiom. A

La figure est donnée ci-dessous.

L' objectif est de démontrer que la droite () coupe le segment

[BB'] en son milieu.

1. Exprimera’ en fonction da et6 etb' en fonction deb et©. A
2. Soit P le point d'affixgp milieu de [AA"] et Q le poind’affixe

Fy .t

g milieu de [BB']. ‘

a. Exprimerp en fonction de et puisqg en fonction déb et6.
. - -a
b. Démontrer que——=——-.
g-p b-a
C. En déduire que la droite (OR¥t perpendiculaire a la dro B
(PQ).
d. Démontrer que le point Q appartient a la droitA’) .

Exercice 4 (5 points)Yenseignement de spéciali)

Soit A I'ensemble des entiers naturels deté&rvalle [1; 46].

1. On considéere I'équation (E) : 23+ 47y = 1 oux ety sont des entiers relatifs.
Donner une solution particulieneyy,) de (E).

Déterminer 'ensemble des couplgsy solutions de (E).

En déduire qu'il existe un unique enix appartenant a A tel que 23= 1 (47).
Soienta etb deux entiers relatifs.

Montrer que sab =0 (47) alora=0 (47) oub= 0 (47).

En déduire que si’=1 (47) alorsa=1 (47) oua=— 1 (47).

TP NO DT

3.a.  Montrer que pour tout entiprde A, il existe un entier relaiq tel quep x q=1 (47) .
Pour la suite, on admet que pour tout ergide A, il existe un unique entier, ndnv(p), appartenant A tel quep x inv(p) = 1 (47) .

Par exemple :
inv(l) =1car1x 1=1 (47), inv(2) = 24car 2x 24=1 (47), inv(3) =16 car x 16=1 (47).
b. Quels sont les entiepsde A qui vérifienip =inv(p) ?

C. Montrer que 46 £ — 1 (47).
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CORRECTION

Exercice 1
Partie A :
1. La fonctiony définie sur [0, 30] est dérivable, strictementifies donc la fonctionz est définie sur lintervalle [0 ; 30],
dérivable, strictement positive = 1 doncy = 1 doncy' = - iz etz(0) = EE 100
y z z y(0)
z(0)=100
. - " y (0)=0,01 © z(0) =100
la fonctiony satisfait aux condition = z' 1 1) =
y'=0,05y (10~ y) -—=0,05x=| 10-= -2'=0,05%(10z- }
z z z
z(0)=100
z'=-0,5z+ 0,08

0)=100
2.9) { z(0) doncz(t) = A e ®% + 0,1 de plug(0) = 100 donc A + 0,1 = 100 donc A = 99,9

' z'=-0,5z+ 0,0¢
{Z(O)=1OO
y

0.5 0.05 " Z2(t)=999e%"+0,1
z=—-0,0z ,UC

1 1
= = doncy(t) = ——————
z Yo 99,9¢ > + 0,
b) Aprés 30 jours, le pourcentage de la populatifectée esy(30) = 1 =10%

99,9¢ % ¥+ 0,1

Partie B : Etude sur I'efficacité d’un vaccin.
1. En faisant un tableau :

\% vV Total
M 25-23=2 10-2=8 10
M 25x0,92=23/90-23=67 90

Total 25 75 100

— 8
VAaM)=-—"=0,08
p( ) 100

8
2. ~(M)= — =0,11
p (M) =

Exercice 2
Partie A : Restitution organisée de connaissances
Pour toutx de fa; b] , f (X) < g(x) doncg(x) —f (x) >0

f etg sont deux fonctions continues sur un intervadleld] doncg —f est continue suia[; b] doncj : [9(X - f(X¥]d x>0

[ Tlo09 - f(31d x= [ " gd x|’ f(xdx
et[ "[g(% - f(31d x> 0donc| g(xdx—[ f(xdx=0soit] g(xdx=> [’ f(x)dx

Partie B
1.a. Pourtouxde[0;1], 0sx?<1donc—k-x?<0

1

. . . _ - 11 1
La fonction exponentielle est croissante sur IRden' < e “<e®ore == ete’=1donc= <f x) <1.
e e

b. La fonctionf est continue sur R et pour toutle [O ; 1],E <f(x)<1 doncj 01 ldx < j ; f(x)d xsj 01 éd X
e

or'[lldx=1—0=1etj‘lédx=}.[11dx=E
0 Oe e 0 e

soit:—L sj'l f(x)dxsldoncE Sug<l.
e ° e

2. up= j ; x f(x) d xSoitu(x) = —x? alorsu’(x) = —2x doncx e *’ = —%u’(x) e"® donc une primitive de e est —%e”(x)
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I N Y e [1) 1 1 e-1
soit—=e * doncu;=| —=e =—Ze —|-=|=——+=o0uu;= ——.
2 2 . 2 2 2e 2 2e

3.a. Pour tout entier natural pour toutx de [0 ; 1],x" > 0 etf (x) > 0 doncx" f (X) > 0

. . . 1
pour tout entier naturei, les fonctionsk - x" etf sont continues sur [0 ; 1] dorj‘cO x" f(¥d x>0donc < u,.

1 . 1
b. um—un:j0 X"t f(x)d x—jo x" f(X)d x
1 1
Upsp—Up= j SO =X f()d x= jo X" (x=1) f(x)d x
un+1—un:—J: x"@-x) f(x)d x
pour tout entier naturei, les fonctions< — x"; x — 1 —x etf sont continues et positives sur [0 ; 1] doJ‘n(()I: x"(1-x) f(xdx>0
doncu,.1—u,<0. La suite, ) est décroissante.

C. La suite ¢, ) est décroissante, minorée par 0 donc est coemE @t sa limite est positive.

4.a. Pourtoude[0; 1]:—L <f(x)<1 doncE <x"f(x)<x"
e e

. . . 1 1
pour tout entier naturei, les fonctionsk - x" f (x) etx — x" sont continues sur [0 ; 1] dorj‘cO x" f(¥)d x< I . x"d x

1

soitu, < ixn+1 soitup, < L
n+1 o n+l’

1 1
b. Pour tout entier naturel 0O< u, < 1 or lim —+1— 0 donc,u, étant compris entre 0 et une suite tendant ved&pres
n n-+o0o N

le théoréme des gendarmebm u,=0

n- +o

Exercice 3

1. Al = %AD + ;AE donc | a pour coordonne%ﬁ) % —;j cAJ —% AB + ;AD donc J a pour coordonne%

N‘f’l—\

,—1 ; 0)
2

111

K est le milieu de [1J] donc K a pour coordonn{es = —)

2" 4

2. AK= %Aﬁ+ %ﬁ +711A—E et AG = AB +AD +AE donc AG et AK ne sont pas colinéaires donc les points A, K eeG
sont pas alignés.
3.a) Al?=

= % et Ak = = % donc Al = AJ, A appartient au plan médiateur dgnsent [1J].

-l>||—\

4>I|—\
-I>|H
J>|H

K est le milieu de [IJ] donc KI = KJ donc K appartt au plan médiateur du segment [1J].

Gl?=1 +:11+%1r = :23 etGF= 711+ i+ 1 —:—23 donc Gl = GJ, G appartient au plan médiateur gmseat [1J].

A, K, G ne sont pas alignés donc définissent un gianc le plan médiateur de [1J] est le plan (AKG)

b) (13) est orthogonale en K au plan (AKGJ. a pour coordonnée(s% ;0; ——;) le plan (AKG) est I'ensemble des points M tels
= 1 1) 1 1 . . . .
quelJ.KM =0 doncE X “a)73 z——4 =0 soit une équation cartésienne du plan (AKGxest =0

C) D a pour coordonnées (0 ; 1 ; 0) donc ses cawrd@es vérifienk —z = 0 donc point D appartient au plan (AKG).

4.a) AL= %ﬁ+ AD +—;A—E donc L a pour coordonnéés% : 1;—3
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Le milieu de [AL] a pour coordonne{s% —; —ﬂ donc le point K est le milieu du segment [AL].

b) L est le centre du carré DCGH donc est le mileyDG] donc le barycentre de {(D ; 1) (G ; 1)}

Soit M le barycentre de {(A ; 2) (D ; 1) (G ; 1)d,apres l'associativité du barycentre, M est leybantre de {(A ; 2) (L ; 2)}
K est le milieu du segment [AL] donc le barycerdee{(A ; 2) (L ; 2)} donc M =K

Donc K est le barycentre de {(A; 2) (D ; 1) (G)}.1

Exercice 4 (enseignement obligatoire)
Partie A Etude d'un cas patrticulier

Lo "2 -(@+i4/3) :—(1+iJ§)
T ob-a 1-/3+i@+3)- @+ iy3) - /3+i

ori(—/3 +)=-1-1/3 doncb_—a=i
- a

—a ‘ =1 donc% =1 soit OA = AB donc OAB est un triangle isocéeleA.

b. ~a =idonc
b-a

arg —2 = arg i donc ar LN L +2km(k0O7Z)
b-a b-a) 2

donc (AB; AO ) :g +2km(kOZ)
OAB est un triangle rectangle isocele en A.

. TO

LT
2. La rotation de centre O et d’ang%[[ a pour écriture complex2= e 3zdoncc=e 3a= (cosz?n +i sinz?n) a

soitc:(—%+i§](1+i\/_3):—%(1—i\/_3)(1+i\/_3)

1
cC=——=x(1+3)=-2
5 *(1+3)

3.a. Le point A a pour coordonnées (;l,/é) etC(-2;0)

3
Le coefficient directeur de la droite (AC) esf‘— \/_3 0 _ %
Xa =X

La droite (AC) a une équation de la forgne @ X+b

—J%_E +b soith = 2@
= @x + 2@ soity = g(x+ 2).

v

C appartient a (AC) donc 0 =

La droite (AC) a pour équatio

b. D estle point d'affixel = — 2 — 2 i et B le point d'affixe 1 3 + (1 +/3) .

etz _ —1-3+(1+/3)i
2 2

z
Le milieu de [BD] est le point d’'affixe

-1- -1+
Le milieu N de [BD] est le point de coordonn{eslz—\/g; ! ﬁ]

2
g(x +2) = \/_3 (_1_7\/3+2J= g X [3_—2\/_3} = @——2 = _1+T\/§ =y donc le milieu N du segment [BD]

appartient a la droite (AC).

Partie B Etude du cas général . . .
1. La rotation de centre O et d'andlea pour écriture complex2 = e'®z donca’ = e'®a = (cos® + i sinB) aeth = e'°b =
(cosB +isinB) b.

Z +Z- i0 7 +Z- io
2.a. p=—=2 n_1re aetq= —2 e _1*e b
2 2 2 2
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1+¢'® 1+e'®
- a

a
b. -p 2 2 __~—a
1+ d°® 1+e'® b-a

- a (b- a)
2 2 2

C. TP =78 grard —2 |= v 2knkD2Z) donc arg—L- |=T 4 2k (kO Z) donc PO:PE) = 1 +2kn(k D7)
g-p b-a b-a) 2 p) 2 2

la droite (OP) est perpendiculaire a la droite (PQ)

d. A’ image du point A par la rotatiandonc le triangle OAA’ est isocele en O.

P milieu de [AA"] donc la droite (OP) est la médie¢ du segment [AA’] donc la droite (OP) est pemieulaire a la droite (AA).

La droite (OP) est aussi perpendiculaire a la dr(fQ) ((question précédente) donc les droites JA&A(PQ) sont soit strictement
paralleles, soit confondues.

P est le milieu de [AA’] donc appartient a (AA")pss les droites (AA’) et (PQ) ont un point commirdonc sont confondues et donc
le point Q appartient a la droite (AA").

B'

Exercice 4 (5 points) (enseignement de spécialité)
l.a 2x23=46donc—223+47x1=1donc (-—2;1)estune solution particulidegE).

b. 23x+47y=1

—2x23+47x 1 =1 donc par différence membre a membre x232) + 47 ¢ — 1) = 0 soit 23{+2) =—-47y—1)
47 divise 23X + 2) or 23 et 47 sont premiers entre eux doncivigalx + 2(théoreme de Gauss)

Il existe un entier relatif tel quex + 2 = 47k

En remplacant dans 28 € 2) = — 47y — 1),x + 2 par 4/ on obtient qug — 1 = — 2%

Si (x; y) est solution de (E), il existe un entier relattel quey = — 23k + 1 etx = 47k — 2

Vérification :

Six=47k—2ety=—23k+1:23x+47y=23 (47k—2) + 47 (— 2K + 1) = 23x 47k — 2% 23 — 47x 23k + 47
23x+47y=1donc (4k—-2;—-2%X+ 1) est solution de (E)

L'ensemble des solutions de (E) sont les couple— 2 ; — 2k + 1) avedk OZ.

C. Six est solution de 28=1 (47), il existe un entier relatiftel que 2 = 47y + 1 soit 2 - 47y =1
soit 23x + 47x (—y) = 1. D'aprés la question précédente, 47k—2 ety =—23k+ 1 avek 0 Z

xOAdonc 1 47k—-2<46

3<47k<48 = % < ksj—;3 = k=1« x=45donc 45 est I'unique entieappartenant a A tel que &3 1 (47).
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2.a. Siab=0(47) alors 47 divisa b
or 47 est un nombre premier donc soit 47 digiseit 47 divisdb donca =0 (47) oub =0 (47).

b. a?=1(47)- a’-1=0(@47)- (a-1)@+1)=0 (47)
alors d’aprés la question précéderse—1= 0 (47) oua + 1=0 (47) c'est-a-dir@a=1 (47) oua=—1 (47).

3.a.

petit théoréme de Fermat :Soita un entier relatif ep un nombre premier. $ine divise pasalorsa’ '=1 [p]

1< p<46 donc 47 ne divise pas
47 est un nombre premier, 47 ne divise pdsnc d’aprés le petit théoréme de Fernpt®= 1 [47] soitp x p* =1 [47]
pour tout entiep de A, il existe un entier relatif (q = p“*°) tel quep x q= 1 (47) .

b. Soitp un entier de A tel que =inv(p)
Par définitionp x inv(p) = 1(47) orp = inv(p) doncp x p = 1(47) soitp?= 1 (47) dong = 1(47) oup = — 1(47) d'aprés .
p=1(47)= p=1+47k(k0Z)orpO[1l,46]donc @k 47k<45 soitk=0donp=1

p=-1(47)= p=—1+4Kk (kOZ)orpO[1, 46] donc X 47k < 47 soitk =1 doncp = 46

Sans idées mais avec du courage :

inv(1) =1

46=-1 (47) donc 4& 46= 1 (47) soitinv(46) = 46

4 x 12 = 48 donénv(4) = 12 etinv (12) = 4

5x 19 =95 =2x 47 + 1 dondnv(5) = 19 etinv (19) =5

6 x 8 = 48 dondnv(6) = 8 etinv (8) =6

7x 27 =149 = 4Kk 47 + 1 donénv(7) = 27 etinv (27) =7
9x 21 =189 =4k 47 + 1 donénv(9) = 21 etinv (21) =9
10x 33 =330 = 44 47 + 1 dondnv(10) = 33 einv (33) = 10
11x 30 =330 = 4% 47 + 1 dondnv(11) = 30 einv (30) = 11
13x29 =377 =8 47 + 1 dondnv(13) = 29 einv (29) = 13

14x 37 =518 = 1 47 + 1 dondnv(14) = 37 einv (37) =14
15x 22 =330 = & 47 + 1 dondnv(15) = 22 einv (22) = 15
17x 36 =612 = 1% 47 + 1 donénv(17) = 36 einv (36) = 17
18x 34 =612 = 1% 47 + 1 donénv(18) = 34 einv (34) = 18
20x 40 =800 = 1, 47 + 1 dondnv(20) = 40 einv (40) = 20
23%x 45 =1035= 2% 47 + 1 donénv(23) = 45 einv (45) = 23
25%x 32 =800 = 1% 47 + 1 dondnv(25) = 32 einv (32) = 25
26 x 38 =988 = 2 47 + 1 dondnv(26) = 38 einv (38) = 26
28%x 42 =1176 = 2% 47 + 1 dondnv(28) = 42 einv (42) = 28
31x 44 =1364 = 2% 47 + 1 dondnv(31) = 44 einv (44) = 31
35%x 43 =1505 = 3% 47 + 1 dondnv(35) = 43 einv (43) = 35
39x 41 =1599= 34 47 + 1 donénv(39) = 41 einv (41) = 39

p 11 2] 3] 4], 5/ 6 7/ 8 9 10 1p 12 13 14 5 |16 |17 |18 |19| 2D| 22| 23

invip) | 1] 24] 16 120 19 8§ 27 6 21 33 30 |4 P9 37 |22 |3 |36 | 3| 40| 9| 15 45
p 241 25| 26| 27 28 29 3D 31 32 B3 PB4 35 |36 |37 |38 | 39| 40| 42| 43| 44 45 46
inv(p) | 2 | 32] 38 7| 42 13 11 44 25 10 18 43 |17 |14 |26 |41 | 39| 28| 35 31 23 46

Seuls 1 et 46 vérifiem 0 A etp = inv(p)

C. 46 1=1x2x ... x45x%x 46

461 = (2x24)x (3x 16)x (4x 12)x (5x 19)x (6% 8) x (7 x 27)x (9x 21)x (11 x 30) x (13 x 29) x (14 x 37) x (14 x 37) x

(15x 22)x (17 % 36) % (18x 34)x (23x 45)x (25% 32) x (26 x 38)x (28x 42) x (31 % 44)x (35x 43)x (39x 41) x 46
Tous les produits entre parenthéses sont de leefprrinv(p) donc congrus a 1 modulo 47
46 '=46 (47) donc 46 £ — 1 (47).
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