Exercice 1 5 points Commun a tous les candidats.
Le plan complexe est rapporté & un repére orthaaladirect (O 1, v).

Partie A - Restitution organisée de connaissances

Prérequis

Soitzun nombre complexe tel que= a + bi ol a etb sont deux nombre réels.
On note z, le nombre complexe défini para-Dbi.

Questions

1. Démontrer que, pour tous nombres comple@s’, zx 7 = zx 2.

2. Démontrer que, pour tout entier natuneion nul, et tout nombre complex,e( z ) "=
Partie B

On considére I'équation (E)z* = — 4 olizest un nombre complexe.

1. Montrer que si le nombre complexest solution de I'’équation (E) alors les nombremgiexes —z et z sont aussi solutions
de I'équation (E).

2. On considere le nombre complezg= 1 + i.

a. Ecrire le nombre complexs sous forme exponentielle.

b. Vérifier quez, est solution de I'équation (E).

3. Déduire des deux questions précédentes trois adhesons de I'équation (E).

Partie C

Soient A, B, C et D les points d’affixes respecsive,=1+i;zg=-1+i;zc=-1-ietzp=1-.
Soitr la rotation du plan de centre C et d'angle de r‘rmsug.

On appelle E I'image du point B paet F celle du point D par.

1. Déterminer I'écriture complexe de la rotation
2.a. Démontrer que I'affixe du point E, notée, est égale a - 1 17/_3 .
b. Déterminer I'affixezg du point F.
Z,-2
C. Démontrer que le quotiert>——= est un nombre réel.
AT %
d. Que peut-on en déduire pour les points A, E et F ?

Exercice 2 3 points Commun a tous les candidats.

Des robots se trouvent au centre de gravité O wliangle de sommets S, | et X.

Chacun se déplace en trois étapes successivesrmamiare suivante :

— a chaque étape, il passe par I'un des trois sasn®d et X puis il rejoint le point O;

— les robots sont programmeés de telle sorte que,diane étape, la probabilité de passer par lenssin® est égale a celle de passer
par le sommet X et la probabilité de passer paoiemet S est le double de celle de passer panimebl ;

— les différentes étapes sont indépendantes lesdesautres ;

— on ne tient pas compte des passages par O.

Partie A - Un seul robot

Un seul robot se trouve au point O.

1. Démontrer qu'a chaque étape, la probabilité quebet passe par le sommet | est éga%e.a

2. On note E I'événement : « au cours des trois éfdpesbot passe successivement par les 3 sommeet 8 dans cet ordre ».
. I 4

Démontrer que la probabilité de E est egallez—%l.

3. On note F I'événement : « au cours des trois étdpeobot passe exactement par les 3 sommetseSXlidans un ordre
guelconque ».

Déterminer la probabilité de F.

Partie B - Plusieurs robots

Des robots se trouvent au point O, leurs déplacte@ant indépendants les uns des autres.

Quel nombre minimah de robots doit-il y avoir pour que la probabilité tévénement : « au moins I'un des robots passe
successivement par les sommets S, | et X dangadet  soit supérieure ou égale a 0,99 ?

Exercice 3 5 points Enseignement obligatoire

Dans I'espace muni d’un repére orthonormal {Qj:,k ), on considére :
—lespointsA(1;1;1)etB(3;2;0);

— le plan (P) passant par le point B et admet@mmetteurAB pour vecteur normal ;
—le plan (Q) d'équationx—-y+2z+4=0;

— la sphére (S) de centre A et de rayon AB.

1. Montrer qu’une équation cartésienne du plan (P) 2gt+y-z-8=0

2. Déterminer une équation de la sphére (S).

3.a. Calculer la distance du point A au plan (Q).

En déduire que le plan (Q) est tangent a la spi®re
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Le plan (P) est-il tangent a la sphére (S) ?

On admet que le projeté orthogonal de A sur le f@@nnoté C, a pour coordonnées (0; 2 ; — 1).
Prouver que les plans (P) et (Q) sont sécants.

Soit (D) la droite d’intersection des plans (Pj@}.

oo kT

X=t

Montrer qu’une représentation paramétrique deditel(D) est ;1 y=12- 5t avec {0 R).
z=4-3t

C. Vérifier que le point A n'appartient pas a la deo{D)

d. On appelle (R) le plan défini par le point A etliite (D).

L'affirmation suivante est-elle vraie ou fausse Powt point du plan (R ) est équidistant des pdihet C ».
Justifier votre réponse.

Exercice 3 5 points Enseignement de spécialité
Les parties A et B sont indépendantes

Partie A

On considére I'équation (E) :X— 6y = 1 oux ety sont des entiers naturels.

1. Donner une solution particuliére de I'équation (E)

2. Déterminer I'ensemble des couples d’entiers nagwselutions de I'équation (E).

Partie B

Dans cette partie, on se propose de détermineolgsles §, m) d’entiers naturels non nuls vérifiant la relatiofi'— 3x 2™ =1 (F).
1. On supposen< 4.

Montrer qu’il y a exactement deux couples solutions

2. On suppose maintenant guoe>5.

a. Montrer que si le couplen(m) vérifie la relation (F) alors 7= 1 (mod 32).

b. En étudiant les restes de la division par 32 desspoces de 7, montrer que si le coupler vérifie la relation (F) alora est
divisible par 4.

C. En déduire que si le couple, () vérifie la relation (F) alors 7= 1 (mod 5).

d. Pourm> 5, existe-t-il des couples,(m) d’entiers naturels vérifiant la relation (F) ?

3. Conclure, c'est-a-dire déterminer 'ensemble dagtas d’entiers naturels non nuls vérifiant latiela (F).

Exercice 4 7 points Commun a tous les candidats.
L'annexe qui suit sera complétée et remise aveopae a la fin de I'épreuve

Partie A
1. On considere la fonctiogdéfinie sur [1 ; 4o [ parg (X) =In (2x) + 1 —x
a. Cette question demande le développement d’'uneirerdg&marche comportant plusieurs étapes. La cldut@lan d'étude, la

rigueur des raisonnements ainsi que la qualitéadeébaction seront prises en compte dans la rédacti
Démontrer que I'équatiog (X) = 0 admet sur [1 ; 40 [ une unique solution notée

b. Démontrer que In(a) + 1 =q.

2. Soit la suite {,,) définie pamuy= 1 et pour tout entier natunel paru,.:=In (2u,) + 1.

On désigne paf{) la courbe d’équatiop = In (2x) + 1 dans un repére orthonorm& (T ] ). Cette courbe est donnée dans I'annexe.
a. En utilisant la courbd) ,construire sur I'axe des abscisses les quagmiprs termes de la suite.

b. Démontrer que pour tout entier natungll< u,<up,. ;< 3.

C. Démontrer que la suitelf ) converge vers.

Partie B

On consideére la fonctiohdéfinie sur [1 ; 4o [ parf (X) = (x— 1) e* ™

On désigne par (C ) la courbe représentative denetion f dans un repeére orthonorma(D(T I ). Cette courbe est donnée dans
'annexe.

1. Pour tout nombre réelsupérieur ou égal a 1, on posex)E I : f(t)dt = le t-1)e' ™t o

a. Démontrer que la fonction F est croissante sur{o;[.

b. Montrer & I'aide d’une intégration par parties queir tout réek appartenant a [1 ;e [, F(x) = —xe! ™+ 1.

C. Démontrer que sur [1 oo, I'€équation FK) = % est équivalente a I'équation InXp+ 1 =x.

2 Soit un réela supérieur ou égal a 1. On considére la partiedD plan limitée par la courbe (C ), I'axe des &s®s et les

droites d’équatiox = 1 etx = a.

Déterminera tel que I'aire, en unités d'aires, de,Foit égale aé et hachurer Q sur le graphique.
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ANNEXE
Cette page sera complétée et remise avec la copia din de I'épreuve
EXERCICE 4

Polynésie juin 2010

3



CORRECTION

Exercice 1
Partie A - Restitution organisée de connaissances
1. Soitz=a+ibetZ=a +ib aveca, b, a, b réels

z=a-ibetz' =a—ibdonczxZ =(a-ib)@-ib)=aa—-iab—ia b+i’bb

zxZ ==aa -bb —i(ab +a b)

zZ=(a+ib)(@+ib)=aa+iab+ia b+i’bb

zZ=aa-bb+i(ab+a b)yoraa—-bbet(@b +a b)sontréelsdonezx Z =aa —bb' —i(ab +a b)donczx Z=2x 2

2. Pour tout nombre complexesin =1, z= ( ) = z1 La propriété est vraie poar= 1

) —\n _n —\ n+1 _n+1
Montrons que pour tout deN si : ( z) =z alors( z) =z

-\t —n— _n n n+l
(Z) :(Z) z2=2"xz=2z"xz=12

La propriété est héréditaire donc est vraie poutrriale N*,

Partie B

1. si le nombre complexeest solution de I'équation (E) alazé = - 4 doncz*=—-4 soit 2" =-4donc z est aussi solution de
I'équation (E).
de méme st* = — 4 alors, comme @ * =z on a aussi (2 * = — 4 donc -z est aussi solution de I'équation (E).

2.a. |zo|?=1+1doncte|=42

cosf =
Zo= \/_Z(cose +isin®) =1 +idonc

sin@=

- G:E +2kmdonczy = /2 e,

Mo

4
4 i ’
b. z0%= (ﬁ) [e 4) = 4°%'"doncz,* = — 4, don, est solution de (E)
3. 1 + i est solution de (E) donc son opposé — lussieet leurs conjugués également donc 1 — i et +sbnt solutions de (E), le
polynémez* + 4 est de degré 4 donc admet 4 racines sur€iz;L —i;—1—i;—1+i.

Partie C

LT
. i— . -i—
1. r a pour écriture complex@—c=e 3(z-c)soitZz=e % z+c—e

en remplagantz = (l—iﬁjz—l—ﬁ(i—iﬁj a+1i
2 2 2 2
zZ= [ \/Ejz 1-i+= +| \/5 \/6
2 2
Z’:[l—i£]2+ _1-’-\/73+i_1_\/73
2 2 2 2

LT
-z
3

Cc

2.a ZE=[i_iEJ(—l+i)+_1+\/73+i_1_\/73 @ZE=—1+i}+i£+E+ _:I'-'-\/?S_'_i_l—\/i3
2 2 2 22 2 2 2 >
_1+\/§+il+ﬁ+ _1+\/§+i_1_\/§ Crem-143
2 2 2 E .

2

Zg =

b. ZF:(E \/_](1 _1*/_3 '_1_\/_3@ _l—ii—i£_£+'1+x/_3+i-l—x/§
2 2 2 2 2 2

2
T ER LY -1+2f3+i‘1‘f - 2p=i(-1-43),

Zr = +i
2
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2y -2 _ 1+i +1-/3 _2-y3+i _ (2-3+i)(1-i(@2+/3))
Z,= 2z 1+i-i(-1-y/3) 1+i(2+[3) (1+i(2+/3))(1-i(2+/3))
2y =% _2-\[3-1(2-3) @43y i+t 24[3) _ 4-i@@-3+i _ 4 1 PNE

C.

Z, -2 1+ 2+ 3)? 1+4+4/3+3 8+43 2+3
Z, -2
—2__"F estun nombre réel.
z, -z
Z, -2 _ .
d. “A__"F =2_.[3 doncAF = (2-,/3) AE donc les points A, E et F sont alignés, 2/3 > 0 et E[J [AF]
z, -z
B i A
1 E 1
)
C I D
F_
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Exercice 2 3 points Commun a tous les candidats.
Partie A - Un seul robot
1. A chaque étape, (1) = p(S) =p(X) et p(l) + p(S) +p(X) = 1 donc en remplacanp(l) + 2 p(l) + 2 p(l) = 1 soit 5p(l) = 1

1
doncp(l) = =.
p(l) z
2.
Etape 1 Etape 2 Etape 3
I I I
0, 01
P o <024 P o <024 P 0
0, \\\BPP\\ \\\BPP\\
X X X
e s . - 2.2 1 4
les différentes étapes sont indépendantes lesd@sesutres, done(S | X) =p(S) x p(I) x p(X) = EX_SX_S = o5
4 24
3. F)=p(SIX)+p(SXN)+p(ISX)+p(I XS) +p(XS)+(XIS)=— x6=—
P(F) =p(S 1 X) +p(S X 1) +p(I S X) +p(I X S) +p(X S 1) + (X 1S) 175 175

Partie B - Plusieurs robots
On a une succession deexpériences aléatoires indépendantes, I'événemantmoins I'un des robots passe successivememepar
sommets S, | et X dans cet ordre » est le contd&riévénement « « aucun robot ne passe successitear les sommets S, | et X

n
dans cet ordre », la probabilité de cet événerrfﬂr(ﬂ.e— i]

125
121\"
=1 | =
P (125}

p>0,99- 1- 121 >0,99- 1-0,99 121 = In0,01>nlIn 121 orlin 121 <0
125 125 125

In 0,01 In 0,01

or
121 121

In [j In (j
125 125

p>099< n> =141,6 don@=>0,99 = n> 142
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Exercice 3 5 points Enseignement obligatoire

1. AB a pour coordonnées (2 ; 1 ;- 1), le plan (P) adeneecteurAB pour vecteur normal dor&cune équation de la formex2
+y-z+d=0

le plan (P) passant par le point B dore2+ 2 — 0 +d = 0 donad = — 8

une équation cartésienne du plan (P) est+3-z-8=0

2. AB a pour coordonnées (2 ; 1 ; — 1), donc?AB22+ 12+ (- 1)>°= 6

la sphere (S) de centre A a pour raw% , c’est I'ensemble des points M tels que AM6
(x—1)°+@y-1)°+(@-1)°=6

une équation de la sphére (S) est + y*+2°-2x-2y-2z-3=0

3.a. le plan (Q) a pour équatiox=y+2z+4=0
1+2x 1+ 4] _J6

1c
T2 J_

La distance du centre de la sphére au plan (Bgade au rayon de la sphére donc le plan (Q) egétd a la sphére (S).

donc la distance du point A au plan (P) est éga

b. le plan (P) a pour équation x22y-z-8=0

2x1+1-1- 8
donc la distance du point A au plan (P) est eg°\'|/e 92 - | \/_ =,6
22+1%+ (- 1)°?

La distance du centre de la sphere au plan (Fgedt au rayon de la sphere donc le plan (P) egété a la sphére (S).

4.a. Un vecteur normah au plan (P) a pour coordonnées (2 ;1;—1)

Un vecteur normah’ au plan (Q) a pour coordonnées (1 ; — 1 ; 2)deex vecteurs ne sont pas colinéaires donc les gRnet (Q)
ne sont pas paralléles, les plans (P) et (Q) smatrds.

xX=t
b. Soit la droite §) dont une représentation paramétrique gsty:=12- 5t avec { 0 R).
z=4-3t

le point E de §) correspondant au paramétre 0 a pour coordonnées (0 ; 12 ; 4),
le plan (Q) a pour équatiox=y+2z+4=0,0r0-12+ &4 +4 =0 donc EI (Q)
le plan (P) a pour équation x2ry—z—8=00r 20+ 12 -4 — 8 = 0 donc E (P), E est un point de (P) (Q)
le point F de §) correspondant au parametre 1 a pour coordonnées (1 ; 7 ; 1),
le plan (Q) a pour équatiox=y+2z+4=0,or1-7+21+4=0donc E (Q)
le plan (P) a pour équation x2ry—z—8=00r21+7—-1-8=0doncH (P), F est un point de (P) (Q)
Les plans (P) et (Q) sont sécants donc se coupesmirs la droite (D) = (EF) =0
X=t
Une représentation paramétrique de (D) est doge=12- 5t avec { (0 R).
z=4-3t

C. A a pour coordonnées (1;1;1)
1=t B

A appartient a (D) si et seulement s'il existe @elt tel ques 1=12—- 5t = { t ;i 1 ce qui est impossible
1=4-3t

Le point A n’appartient pas a la droite (D)

d. L’ensemble des points équidistants des points ® est tel que MB = MC?

soit x— 3)%+ (y—2)2+z%=x?+ (y—2)®+ (z+ 1)°soit—6x+ 9=2z+1 < 3x+z-4=0

Ce planll d’équation X +z— 4 = 0, contient les points A, E et F (vérificatiavec les coordonnées) donc le point A et latel(@),
A n'appartenant pas a (D), ce plan est unique @iorc(R).

Affirmation vraie
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Exercice 3 5 points Enseignement de spécialité
Partie A
1. 7x1-6x1=1donc (1; 1) estune solution particulieed’dquation (E).

2. 7x—-6y=1et7x1—-6x1=1donc par difference membre a membrex7X) -6 ¢—1)=0soit 7X—-1)=6¢—1)
6 divise 7 x— 1) or 7 et 6 sont premiers entre eux donc Gdii- 1(théoréeme de Gauss)

Il existe un entier relatif tel quex — 1 = 6k

En remplacant dans X € 1) =6 ¢ — 1),x— 1 par & on obtient qug — 1 = 7k

Si (x; y) est solution de (E), il existe un entier relattel quey =7k + 1 etx =6k + 1

Vérification :

Six=6k+1lety=7k+1:7x-6y=7 (6k+1)—6 (/k+1)=7x6k+7—-6x7k-6=1
7x+6y=1donc (&-2; 7k+ 1) est solution de (E)

L'ensemble des solutions de (E) sont les couplésH@. ; 7k + 1) avedk [0 .

Partie B

1. O<ms<4doncm{1;2;3; 4}

Sim= 1, I'équation devient 7— 6 = 1 soit # =7 donon =1
Sim= 2, I'équation devient 7— 12 = 1 soit 7 = 13 impossible
Sim= 3, I'équation devient 7— 24 = 1 soit 7 = 25 impossible
Sim = 4, I'équation devient 7— 48 = 1 soit 7 = 49 donan = 2

Il'y a exactement deux couples solutions ;i) O {(1;,1) (4 ; 2)}

2.a. m>5donc2"=2°%x2""°m-5>0donc? °0ON

si le couple 16, m) vérifie la relation (F) alors 7- 3x 2°x2™"°=1
2°=32donc % 2°x 2™ °=0 (mod 32) donc 7= 1 (mod 32)

b.  72=49=32+17 donc¥= 17 (mod 32)

72=17 (mod 32) donc 7= 7 x 17 (mod 32) soit 7= 119 (mod 32)
119 = 32x 3 + 23 donc 7 =23 (mod 32)

74=7x23 (mod 32) or k23 =161 =3%5+ 1 donc 7=1 (mod (32)
donc pour touk deN,

74%=1 (mod 32) ; 7**1=7 (mod 32) ; 7%*2=17 (mod 32) ; 743 =23 (mod 32)
Soitn un entier naturel, en divisantapr 4, il existe deux entiers naturgletr tels quen=4q+r avec xr< 3
tout entier natureh est donc de la forme,@; 4+ 1;4g+2ou4q+3
donc si 7'= 1 (mod 32) alors est de la forme ¢
si le couple i, m) vérifie la relation (F) alors 7= 1 (mod 32) dona est divisible par 4.

C. si le couple if, m) vérifie la relation (F) alors est divisible par 4, il existe donc un entigel quen = 4Kk,
or 7= 49 donc 7=—-1 (mod 5) or 7= (7?)?donc 7 =1 (mod 5) donc =1 (mod 5)
si le couple i, m) vérifie la relation (F) alors 7= 1 (mod 5).

d. Pourm > 5, si le coupler(, m) vérifie la relation (F) alors 7= 1 (mod 5) alors 1 —82™=1 (mod 5) soit & 2™ = 0 (mod 5)
ce qui voudrait dire que 5 divisex®™ or 5 est premier avec 2 et 3 donc avecZ"
Il n'existe pas de couples,(m) d’entiers naturels vérifiant la relation (F)nsi> 5

3. I'ensemble des couples d’entiers naturels nonvéddiant la relation (F) est {(1 ; ,1) (4 ; 2)}

Exercice 4 7 points Commun a tous les candidats.
Partie A

1l.a. gestdéfinie continue (somme de fonctions contindésivable sur [1 ; +o [ etg'(X) =

X [P

_1:1_
X

Six>1 alorsg'(x) < 0, etg’(1) = 0 doncg est strictement croissante sur [1o+
g(1)=In2+ 1dong(l) >0
In x . Inx .
gxX)=In2+Inx+1-x=In2+1+x|——=1|or lim —= =0donc lim g(x) =—
X X X— + 00

X— + 0o

g est définie continue strictement décroissante[Bur+ o [, 0 [0 ] — o ; g(1)] donc I'équationg (x) = 0 admet sur [1 ; +o [ une
unique solution notée.

b. g(a) =0donc In () + 1 —a = 0 soit In(2a) + 1 =a.
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2.a. Tragons la droite d’équatign= x..

1 | — |
] | |
i i
) " —— S | I
1 I I
] | |
i i
1 I I
1 I I
] | |
i i i
| | ===
1 I I
] | |
i i i
1 I I
1 I I
] | |
e o _____ e ____ L___
1 I I
1 I I
] | |
1 I I
1 I I
] | |
i i i
e e - — g |
1 I I
] | |
i i i
1 I I
1 I I
] | |
i i i
| | ===
1 I I
] | |
i i i
1 I I
1 I I
] | |
e o _____ e ____ L___
1 I I
1 I I
1 | |
I I
1 I I
] |
i i
t t t
'3 4 E
1 I I
1 I I
] | |
i i i
| | ===
1 I I
] | |
i i i
1 I I
1 I I
] | |
e\ ______ o _____ e ____ L___
1 I I
1 1 1
b. Montrons par récurrence que pour tout entier naturd <u,<uUp.+:< 3.

Sin=0,u;=In2+10or0<In2<1doncduy<u;< 3donc la propriété est vraie paur 0.

Montrons que pour toutde IN, si 1< u,<ups;<3alors 1< Up. 1< UR+2< 3

La fonction logarithme népérien est strictementssante sur ] O ; 4[ donc la fonctiorh définie pah(x) = In (2x) + 1 aussi
1<u,<up.+1<3donch(1) <h(u,) £h(u,+ 1) <h(3)

soitin2+1<up+1SUp+2<IiN6+1

1<in2+1etin6+X3doncIKu,+1<Up+2<3

La propriété est héréditaire pour toulonc est vraie pour toatde IN.

C. la suite (1,) est croissante majorée par 3 donc converge veréait.
La fonctionh est continue sur [0¢], u,+1=h (u,) donct vérifie :h (£) =¢
L'équationh (x) = x admet une seule soluti@ansur [0 ; +oo [ donc la suitey,) converge vers.

Partie B
l.a FX = le f (t) dt. La fonctionf est continue sur [1 ; & [, donc F est la primitive nulle en 1 fidonc F') =f (x)

Pour toutx de ]1 +oo [, f (X) > O etf (1) = 0 donc la fonction F est croissante sur{ic[.

b.  FKX) = j: t-1e" d
Soitu'(t) = e* " alorsu(t) = — e'~
Soity(t) =t - 1 alors/(t) = 1 donc B = [~ (t - e ]| - | : —e'! dt

t

FX)=—k—1) e *— [e “} I =—(—1) e *—(e' - 1) donc pour tout réalappartenant a [1 ;& [, F(X) = -x e’ ™+ 1.

14 : 1 4 H 2 1-x 1 1 1-x 1-x
C. sur [1 ; +of, 'équation FK) = 2 est équivalente axe~ "+ 1 ZE = Xe = 3 - 2xe "=l In2x)+Ine"""=0
=InN(2x)+1—x=0<= In(2x) + 1 =x.

2. F est une primitive dg, etf est positive sur [1 ; ¢ [ donc D, =I : (t-1)e" " o =F@)

Résoudre [ = % est équivalent a résoudreafrE % soit résoudre In (8) + 1 =x

a est donc la limite de la suita ) c’est aussi le point d’intersection de la couded et de la droite/ = x
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