Amérique du sud 2000
Soit Uy ) la suite numérique définie sNrparug =0 ;un+1=,/3u, +4.
1.a. Montrer quel,) est majorée par 4.

b. Montrer que i, ) est strictement croissante.
C. En déduire quau(, ) converge et déterminer sa limite.

. 1
.a.  Montrer que pour tout entier naturglon a : 4 1,1 < > (4 —u,).

2
b. Retrouver le résultat du ¢.
c Etudier la convergence de la suitg)(définie sulN par :v,=n?(4 —u,)

CORRECTION

1.a. Montrer quel,) est majorée par 4.

Ug=0donc K up< 4 la propriété est vraie poar= 0

Montrons que pour toutde IN, la propriété est héréditaire c’est-a-dingontrons que pour toat siOsu,< 4 alors € u,.,1<4
O<up,<4donc4&3u,+4<3x4+4soit@k3u,+4<16doncx ,/3u, +4 <4

0<up+1< 4 donc la propriété est vraie paut 1 donc est vraie pour tonide IN.

Il était indispensable de démontrer qug= O pour justifier I'existence dQ/ 3u,+4.

b. Montrer que i, ) est strictement croissante.

Par récurrence

Ug=0doncu;=2 doncuy<u, la propriété est vraie poar= 0

Montrons que pour tout de IN, la propriété est héréditaire c’est-a-dingontrons que pour toof Siu, <Up.;alorsun > <Upsq
0<3up,+4< 3un+l+4donc\/3un +4 < \/Sun+1+4

SOitun+2< Un+1
La propriété est vraie poar+ 1 donc est vraie pour tontde N*. (U, ) est strictement croissante.

C. En déduire queu(, ) converge et déterminer sa limite.
(u,) est strictement croissante majorée par 4 dopgonverge et sa limitéest comprise entre 0 et 4

Up+1=f(u,)avecf (x) = /3x+4
f est définie continue sur [0 ; 4], pour toude IN,uld [0 ; 4] et (4, ) converge donc sa limite est solutionfde) = x
si \/3x+ 4=xalorsx?=3x+ 4 donox = — 1 oux = 4 or{ est comprise entre 0 et 4 dahe 4

2.a 4-up.1=4-[3u,+4

o= a4 3,74
4+ [3u,+4

12-3u, _ 3(4-u,)

4+ [3u,+4 4+ [3u,+4

O<un<4donc2§/3un+4<4
1 1 1
donc6<4+/3u,+4 <8donc=>— o>
6 4+ /3u,+4 8

3(4-u,)
4+ /3u,+4

soit4—un+1s% (4 —u,).

4—-Ups+1=

4—Un+1:

donc <% (4-up)

b. Retrouver le résultat du &. C'est un exercice ancien, a I'heure actuelle on aait ajouté la question :Montrer que pour

toutnde IN, Os4—uns4(%j

0 0
Par récurrence : comnog = 0 et(%j =lona:&4—-ug< (%) x 4

Montrons que pour toutde IN, la propriété est héréditaire



n n+1
c’est-a-dire : montrons que pour toytsi 0< 4 —u, < 4(%) alors 04 —u,4+ 1< 4(§j

0s4—un+1s% (4 -uy,)

n+1

or 0<4—-u,< 4(%) donc en multipliant pa% :0< % (4-u,)< 4(5)

1 1 n+1
donc Os4—un+1s5 (4-u,)<4 3

La propriété est vraie poar+ 1 donc pour tout de IN

n-+ow n-+o

0<4-u,< 4[%) or lim [%j =0 donc d'apres le théoreme des gendarnlas, 4 —u, =0 soit Iim u,=4
n-+ow

C. Etudier la convergence de la suitg)(définie sur Nparv,=n?(4 —-u,)

n

Os4—uns4(%j donCOsvns4n2(%j

Inn
n|In0,5+ 2—
0r4n20,5n:4enln0,5+2Im:4e [ nJ

or lim In_n =0donc lim In0,5+ 2In_n =In0,5
n-+ow n

n-+o N
. Inn
In0,5<0donclim n|IN0,5+2—— | =-
n-+o n

Inn
. X _ . n(ln0,5+ ZT] _
comme lim e”=0 alors lim e =0

X —» —00 n- +oo

donc lim 4n? 6] = 0 donc d’'aprés le théoréme des gendarmies, v, = 0.
n-+o

n-+ow



