Liban juin 2009

EXERCICE 1 3 points

Pour chacune des trois questions. une seule dé® quapositions est exacte.

Le candidat indiquera sur la copie le numéro delestion et la lettre correspondant a la réponseisik, sans justification.
Il sera attribué un point si la réponse est exagtp sinon.

1. On désigne par A et B deux événements indépendamainivers muni d’une loi de probabilipd

On sait quep(A 0 B) = g etp(A) = g

La probabilité de I'évenement B est égale a :

2 2 3 1
a. = b. = C. = d. =
5 3 5 2
2. On note X une variable aléatoire continue qui soé loi exponentielle de parameéire 0,04. On rappelle que pour tout réel

positif, la probabilité de I'évenement &t ) notéep(X <t ), est donnée paa(X <t) = J. ; Ae M dx.

La valeur approchée qX > 5) & 10" ?prés par excés est égale a :
a. 0,91 b. 0,18 C. 0,19 d. 0,82

3. Dans ma rue, il pleut un soir sur quatre.
S'il pleut, je sors mon chien avec une probabdigéle aﬁ ; s'il ne pleut pas, je sors mon chien avec ubdalbilité égale al—o

Je sors mon chien; la probabilité qu’il ne pleuas pst égale a :

> b, 2L

2 27
10 40

28

a. C. § d.
4

EXERCICE 2 8 points
On considére la fonctioihdéfinie sur Rpaf (x) = In(1 + € ) + %x.

La courbe (C ) représentative de la foncfigians le plan muni d’un repére orthogonal est demméannexe.
Cette annexe sera complétée et remise avec la &dpitn de I'épreuve.

Partie A

1.a. Déterminer la limite de la fonctidnen +oco.

b. Montrer que la droite (D) d'équatign= %x est asymptote a la courbe (C ). Tracer (D).
C. Etudier la position relative de (D) et de (C).
d. Montrer que pour tout rée| f (x) = In(e* + 1) —%x.

e En déduire la limite déen —

2.a. On notef’ la fonction dérivée de la fonctidn

Montrer que pour tout réel,f'(x) = e——Z.
3(e*+1)
b. En déduire les variations de la fonction

Partie B
Soitn un entier naturel non nul. On appdlg, I'aire, en unités d’aire, du domaine du plan miét par la courbe (C ), la droite (D)

d’équationy = %x et les droites d’équations= 0 etx =n.

1. Justifier que pour tout entier naturehon nul,d,, = J. On In(A+e ) dx

2. On admet que pour tout réelin(l + e *) < e™.
Montrer que pour tout entier naturesupérieur ou égal a d, < 1. La suited,) -1 est-elle convergente ?

Partie C

Dans cette partie, on cherche a mettre en évidemegropriété de la courbe (C).
On note (T) la tangente a la courbe (C ) au pdatistisse O.

1. Calculer le coefficient directeur de (T) puis conse (T) sur le graphique.

2. Dans cette question, toute trace de recherche, nrizoenpléte, ou d'initiative, méme non fructueuseta prise en compte
dans I'évaluation.

Soient M et N deux points de la courbe (C ) d’asses non nulles et opposées.

Montrer que la droite (MN) est paralléle a la ded(iT).
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EXERCICE 3 4 points
On considére un cube ABCDEFGHadete de longueur 1. On désignel le milieude [EF] et par J le symétrique de E par rappot

Dans tout I'exercice, #space est rapporté au repére orthonc(A ; AB , AD , AE).

1l.a. Déterminer les coordonnées des poirdasJ.

b. Vérifier que le vecteuDJest un vecteur normal au pl H G
(BGI).
C. En déduire une équation cartésienne du plan).
d. Calculer la distance du point F au plan 1). £ 1
2. On note Q) la droite passant par F et orthogonale au
(BGI).
a. Donner une représentation paramétrique de la diQ).
b. Montrer que la droiteX) passe par le centre K de la fe
ADHE.
C. Montrer que la droiteX) et le plan (BG) sont sécants en
un point, noté L, de coordonné%g ; E ; Ej.
3 6 6
d. Dans cette question, toute trace de rechel méme A B

incompléte, sera prise en compte dagsgdluation
Le point L est-il lorthocentre du triangle BG

EXERCICE 4 5 points
Le plan complexe est rapporté & un repére orthonormedt( O ;u ; v) (unité graphique : 2 cm).

I . ' . 3. .43 —
On considére les points A, B et Calfixes respective:z, = — 2 +i £2 1Zp= 2z, etzg=-3.
Partie A
1. Ecrire les nombres complexeg etzg sous forme exponentiel
2. Placer les points A, B et C.

3. Démontrer que le triangle ABC est équilate

Partie B

Soitf I'application qui, a tout point M du platiaffixe z, associe le point M’ d’affixe’ = %i z2.

On note O, A', B’ et C'les points respectivement associésf aux points O, A, B et C.
1.a. Déterminer la forme exponentielle des affixes daatsA’, B’ et C'.

b. Placer les points A’, B’ et C'.

C. Démontrer lalignement des points O, A e’ ainsi que celui des points O, B et A'.

2. Soit G lisobarycentre des points O, A, B et C. On nc’ le point associé a G pér
) Déterminer les affixes des points G €.
b. Le point G’ est-il lisobarycentre des poirO’, A, B'et C’ ?
3

3. Démontrer que si Mippartient a la droite (A) alors M’ appartient a la parabole d’équatjon — :—13 xZ + 2

(On ne demande pale tracer cette parab)

EXERCICE 4 5 points Candidats ayant suivil'enseignement de spécialité

Le but de Iexercice est de montrer gqu'il existe un entier r@in dont I'écrituredécimale du cube se termine par 2(c’est-a-dire
tel quen®= 2009 mod 10 000.

Partie A

1. Déterminer le reste de la division euclidienne @@¢<? par 16.

2. En déduire que 2008°= 2009 mod 1¢

Partie B
On consideére la suitel () définie sulN par :u,= 2009°— 1 et, pour tout entier naturelu,, ;= (U, + 1)°>-1.
1.a. Démontrer quel, est divisible par 5.

b. Démontrer, en utilisant la formule du bindme de kewqut :
pour toutentier naturen, U, .1=U, [Uf +5U’+2u+ 2y + 1)]
C. Démontrer par récurrence que, pour tout entierrakn, u, est divisible par 8**.
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2.a. Vérifier que ;= 2009°*°- 1 puis en déduire que 2(*°= 1 mod 625.
b.  Démontrer alors que 2064*= 2009 mod 62!

Partie C
1. En utilisant le théoréme de Gauss et les résutitslis dans les questic précédentes, montrer que 2(3°°* — 2009 est
divisible par 10 000.

2. Conclure, c'est-alire déterminer un entier naturel dd’écriture décimaledu cube se termine par 2 0

ANNEXE
Cette page sera complétée et remise avec la copi &in del' épreuve

Exercice 2
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CORRECTION

EXERCICE 1 3 points
1. p(A)= g doncp(A) =1-p(A) =

aln

A et B sont deux événements indépendants gohcy B) =p(A) x p(B) = é p(B) donc :

B(A O B) =p(A) + p(B) —p(A n B) = é +p(B) —é p(B) = é + 2 P(B) = £ donc 2 + P(B) = 4 soitp(B) =

(IR

2. On note X une variable aléatoire continue qui sné loi exponentielle de paraméire 0,04.
On rappelle que pour tout réel positif, la probabilit¢é de I'événement (¢ t ) notée p(X<t), est donnée par

p(Xst):J‘;)\e'AX dx :[—e‘“]; =1-erdoncp(X >t) = e

La valeur approchée q&X > 5) = e %95 = g7 %2~ 0,82

3. Soit les événements : P « il pleut » et S « je s@s chien »

0 S

P
0,25 0, _
S
S

0,7 0

P
0, _
S

p(S) =p(P n S) +p(P n S)=0,25x 0,1 +0,75< 0,9 = 0,7
p(SnP) _ 0,75 0,9 _ 27

P)=
P<(P) p(S) 0,7 28
EXERCICE 2 8 points
Partie A
l.a lim e =0etlme™+1=1 orlimllnx: In1=0donclim In(1+e*)=0

de plus lim %x:+oodonc lim f(x) =+

b. f(x)— %x =In (1 +¢€*)donc lim f(x)— %x = 0 donc la droite (D) d’équation= %x est asymptote ene a la courbe
©.
C. f(x)— % x=1In (1 +€™) or la fonction exponentielle est positive suddtic 1 + €*> 1

La fonction In est strictement croissante sur o[ doncIn (1 + €*)>In1soitin (1 +&*)>0

donc pour tout réet, f (x) — :—1 x> 0 donc la courbe (C) est au dessus de (D).

d. pour tout réek, f (x) = In (1+e‘X)+%x=In(1+ixj +%x=ln 1+€)=1n (ex)+:—13x=ln (1+€)—x+?13x
e

pour tout réek, f (x) = In(e* + 1) —:—ix.

e lim e*=0etlimInx=In1=0 de pluslim —gx:+oodonc lim f(x) =+

X > =0 X1 X - =0 3 X > =0

On pourrait en déduire que la droite d’équation—y%x est asymptote ence a la courbe (C).
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e -2
3(e*+1)

3e*-2(+ 1)

3(e*+1)

2.a.

>0 x>In2

, la fonction exponentielle est positive $adoncf '(X)

e*—2>0= x>In2

b.

d’ou le tableau de variation de

In2

+ o0

f'(x)

Partie B

In(A+e ) dx

5

) etx —» e *sont continues sur IRet pour toutéel In(1 + €*) < e *de plusn

n>0doncd, =

|7

ee

La courbe (C) est au dessus de la droite (D) pmutixtr

1.

>1donc:

— X

Les fonctionx - In(1 + €
Ina+e“)dxsj

2.

—e"doncd,c1-€e"<1

J

n
0

]
In(A+e ) dx

- X

e * dx soitd, < [ -e

n
0

n
0

J

In(1+e *)dx

n+1
n

n
0

ma+e”)dx—j

n+1
Is
La fonctionx - In (1 + € ) est continue et positive sur Rgn+ 1 doncj

n—

dn+1_d

In(1+e™*)dx > 0 donc la suitél , est croissante.

n+1
n

La suited, est croissante majorée par 1 donc est convergente.

Partie C

—|©

le coefficient directeur de (T) ekY{0)

1.

t N a pour abscisse= — x et pour ordonnég = f (x)

In(1+ex)—:—§xe

M a pour abscisseet pour ordonnég

2.

1
=X
3

In(1+6&)—

2
—X=
3

In@@+e™+

2
—X

nu1+é)—3

y’:

]

3
la droite (MN) a le méme coefficient directeur daelroite (T) donc la droite (MN) est parallel

1

x—[ln @+ e )

N

In(1+e")-

Le coefficient directeur de (MN) est™— Yn

X+ X

Xn ~ Xy

droite (T).
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EXERCICE 3 4 points
l.a. E apour coordonnées (0;0;1)etF (1;0 ;dbcd a pour coordonné{% ;0 ;1].

J est le symétrique de E par rapport a F donc e estlieu de [EJ] dongr = %(XE +X9) Y= %(YE +Yy)izg= %(ZE +2)

F a pour coordonnées (1 ; 0; 1) donc %xj; 0= %yJ; 1 :%(1 +2z3) donc J a pour coordonnées (2 ; 0 ; 1).

b. D a pour coordonnées (0 ; 1 ; 0) dabd a pour coordonnées (2 ; —1 ;1)

Bl a pour coordonnée(s—% ;0 ;1] et BG a pour coordonnées (0; 1 ; 1)

Bl .DJ= —%x2+0x(—1)+1x1=0et§.%=0x2+(—1)><1+1><1=0

(DJ) est donc orthogonale aux droites (Bl) et (B&),sont deux droites sécantes du plan (BGI) denetteurDJest un vecteur
normal au plan (BGI).

C. Une équation cartésienne du plan (BGI) est doxeg+z+d=0
BO(BGIl)donc2x1—-0+0+d =0 soitd=-2
Une équation cartésienne du plan (BGI) estdoxe2+z—2=0

2x1-0+1- 2
d. la distance du point F au plan (BGI) dst | | = i

J22+ 2+ 6

2.a. (A) est la droite passant par F et orthogonale an (B&I) donc a pour vecteur directe@J donc @) est I'ensemble des
points M tels qudm =k DJ aveck réel

x-1=2k x=1+2k
Une représentation paramétrique de la drdijeeéty y=—-k soity y=—k aveckréel.
z-1=k z=1+Kk

b. Le centre K de la face ADHE est le milieu de [DiBhd a pour coordonné{@ ;% —;j

Le point de §) de parametrk = —% a pour coordonnée(so ;% —;j donc K appartient &)

x=1+2k
C. L appartient a4) donc il existe un rédd tel que L soit le point de coordonnéey = -k

z=1+Kk
L appartient a (BGI) donc ses coordonnées vériReqty +z—2 =0

soit2(1+Z<)+k+1+k—2:050it6<+1:dond<:—(—];

Le point de ) de parametrk = —% a pour coordonné %%3_3 .

La droite Q) et le plan (BGI) sont sécants en un point, notéd_coordonnée% ; —é ; —2) .

d. BL a pour coordonné s_—l—l—s et G a pour coordonné s—i;—l;o doncBL .GI :_—]'x_—1—1><—1+—5><0 =0
3 66 2 3 2 6 6

donc les droites (BL) et (Gl) sont perpendiculai(@d.) est la hauteur issue de B du triangle BGI
GL a pour coordonné s_—l;_—5;_—1 et Bl a pour coordonné 3—1;0;1 doncGL.BI = —*xtiox 2+ 711 -0
3 6 6 2 3 2 6 6

donc les droites (GL) et (BI) sont perpendiculai(€l) est la hauteur issue de G du triangle BGI
L est le point d’intersection de deux hauteursrangle BGI donc le point L est I'orthocentre diairgle BGI.
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EXERCICE 4 5 points Candidats n'ayant pas suivi lenseignement de spécialité
Partie A

1. |zA|2:%+i::3 donc |za| = /3

[

3 \/5 cosf=- > 57
Zp= \/E(cose+isin6) doncﬁcosez—z et\/§sin6: >y soit doncB = 3 +2km(kO7Z)
sinE)zE
2
51 — EL
zA=\/§e 6 ,zg= 2z, donczB=\/§e 6
2. voir a la fin de I'exercice
2 2 2 2
3 3 3
3. AB?= —§+§ + £+£ =3:AC%= _§+3 + £_o =g+§=3
2 2 2 2 2 2 4 4
2 2
3 . P
BCZ=(—§+3J +[—£2—OJ =%+§’1r = 3 donc AB = AC = BC le triangle ABC est équilate
Partie B

1.a. Déterminer la forme exponentielle des affixes dasts A’, B' et C'.

i i 2 il-[JrlOiTI i@ i
a’=:—13izA2=:—13e'2><[\/§e'6]=e( )

273) g6 =g's :

b 5\ m_ion (=7 51
b’=:—13i232=:—1 eZX[\/?%e 6] —e[2 6)ze RN
c’:lizcZZE e?x9=3e?

3 3
b. voir a la fin de I'exercice

=51

51
C. zA=\/§e6etb’=e 6
(@';ﬁ):(a;m)—(a;@')or(a;ﬁ):%" +2knet(a;@'):%“ + 2kTrdonc (OB'; OA) = 0 + 2k Tt
Les points O, A, B’ sont alignés.

R L i
De mémezg = \/§e b etaa=e®

(@;ﬁ'):(a;@)—(a;@)or(a;oﬁ'):g +2knet(&;€5)=-%” +2kndonc(ﬁ3;ﬁ')=g +%” + 2K
soit (OB ; OA') = i+ 2k Ttdonc les points O, B, A’ sont alignés.
3

2.a. Gapour a1°fixeg::11(zo+zA+zB+zc):_E

Nlw

' 1. 1. 9
G’ a pour affixeg = =izg?=Zix = =
p €g 3 G 3 2

.51 .

b. L’isobarycentre H des points O’, A’, B’ et C’ poaffixe h = :11(20, +Zpy t2g +2c)= :11(6ig +e % +3 eIE)

soith = :11 (% + i%—g +i }2+3iJ =idonc HZ G’, G’ n'est pas l'isobarycentre des points O’, B’ et C'.

3. La droite (AB) a pour équatian= —g donc si M appartient a (AB) il a pour affize —:—23 +iy

. 1.( 3 .Y _1.(9 . 1.(9 . .
M’ a pour affixez = =i | —— +i =Zj|=-y?*-3yi|=y+=i|=-y?| doncsiz=x +iy avecx ety réels
p 3 ( 5 YJ 3 (4 y YJ y 3 (4 YJ y y

alorsx =yety = % (% - yzj soity’ = — %x’ 24 :31 donc M’ appartient a la parabole d’équatjon — % X2+ 731
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EXERCICE 4 5 points Candidats ayant suivi 'enseigement de spécialité

Partie A

1. 2 009 = 16x 125 + 9 donc 2 009 9 mod 16 donc 2 00% 92 mod 16 or 81 = % 16 + 1 donc 8%& 1 mod 16
le reste de la division euclidienne de 2 6@ar 16 est 1

2. 8000 =2x4 000 or 2 008°= (2009% )*°* donc 2 00% °®= 1*°°mod 16 soit 2 008°°= 1 mod 16
2 009° %= 2 009" °°x 2 009 donc 2 009”*= 2 009 mod 16.

Partie B
On considére la suitel§ ) définie sulN par :u,= 2 009 — 1 et, pour tout entier natumglu, = (u, + 1)°-1.

1.a. 2009=1 mod 5 donc 2 009= 1 mod 5 donc 2 009- 1 est divisible par %1, est divisible par 5.

b.  (@+b)°=(5)a’+(F)a'b+(3) a’b’+(3) a?b’(,) ab+(,) b
(a+b)®=a’+5a*b+10a’b?+10a’b*+5ab*+b°
(a+1)°=a’+5a*+10a’+10a’+5a+1doncé+1)°-1=a’+5a*+10a’+ 10a’+5a=ala*+5a°+ 10a’+ 10a+5]
donc @+ 1)°—1=afa*+5@%*+2a’+2a+1)]doncu,.1=u,[u?+5U+2u’ 2y +1)]

C. Vérification :u, est divisible par 5 donc pa’5* La propriété est vraie poar= 0

Hérédité : Montrons que pour tautle IN, siu, est divisible par 8" * alorsu,, . ; est divisible par 32
u, est divisible par 5* ' donc 5 divisai, donc 5 diviseu? et doncu? +5(u’+2u’ 2y + 1)

donc il existe un entier relatiftel queu +5 (u+ 2u’+ 2y, + 1) = 5g donc en remplagant :

u, est divisible par 5** donc il existe un entier relatif Q tel qug=5""*Q

en remplacant dang,,1: Up+1=Up[US +5@UZ+2u’+ 2y +1)] =5""'x5Qq=5""%qQ

q Q est un entier relatif don, , ; est divisible par 8*2
La propriété est héréditaire donc est vraie poutrriale IN.

2.a. Vérifier queus= 2 009°°°- 1 puis en déduire que 2 089= 1 mod 625.
Ur=Uo+1)°-1=(009-1+1F-1=2009°-1

Up=(@U:+1)°-1=(2009°-1+1P-1=2009°-1

Us=(U,+1)°—1=(2008°-1+1P—-1=2009"-1

D’aprés la question précédente, est divisible par $donc par 625 donc 2 069 — 1= 0 mod 625 soit 2 009°= 1 mod 625.

b.  2009%°=1 mod 625 donc (2 038°) *= 1 mod 325 soit 2 09®= 1 mod 625 soit 2 00 x 2 009= 2 009 mod 625
2 009% %= 2 009 mod 625

Partie C
1. 2 009 %= 2 009 mod 16 et 2 039°= 2 009 mod 625 donc 16 divise 2 38 - 2 009 et 625 divise 2 068°*— 2 009

16 et 625 sont premiers entre eux doneB25 divise 2 008°*— 2 009 soit 10 000 divise 2 0B%*— 2 009.

2. Conclure, c'est-a-dire déterminer un entier natdogit I'écriture décimale du cube se termine p@o2.

2 009°%*— 2 009= 0 mod 10 000 donc I'écriture décimale de 2 B¥dse termine par 2 009.

or 8 001 = 3x 2 667 donc 2 00%%* = (2 009° °°4 2 donc il existe un entier naturel : 2 00" tel que I'écriture décimale du cube se
termine par 2 009.
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