3n

Pour tout réel x de U = [7;2n},on pose : So(X) = cos X, S1(X) = cos x + cos X sin x et S(x) = €08 X

1-sinx '

A.1. Etudier le sens de variation de S sur U.
A.2. Etudier le sens de variation de S sur U.

B. Pour n € N, on définit la fonction S, sur [0; 2] par S, (x) = cos x (1 +sinx +sin®x + ... +sin"x) sin>1et S, (X) = cos X.
2n 27

Onposel,= J.an S, (x)dx etl= J.Sn S(x)dx.
2 2

B.1. Calculerlg, I etl.

_ n+1
B.2. Montrer que,pourne N, | .;—1,= &
n+2
En déduire par récurrence, que 1 , =1 - l+E+...+ (=1) .
2 3 n+1

B.3. SoientA,=1l,,etB,=1,,.+1, montrer que (A,) est décroissante et ( B ) croissante et que la limite de leur différence est 0.
B.4.a. Montrer que pour tout n € N, et tout x de U, S(x) — S, (x) =sin" "1 x . S(X) et que S 141 (X) <S(X) <S2n (X)
B.4.b. En deduire que B, <1 <A, et montrer que A, et B, convergent vers 1.

CORRECTION

A.l. S est dérivable sur U comme produit de deux fonctions (f (x) = cos x et g(x) = 1 + sin x) dérivables sur U donc S ; est
dérivable sur U.
S, (X) =—sinx—sin?x+cos?x=—sinx—sin?x+1—sin?x=—2sin?x—sinx + 1 (en utilisant que cos > x + sin ?x = 1)

or —2 X% — X + 1 est un trinéme du second degré qui s’annule en — 1 et % donc—2X?-X+1=(-2X+1)(X+1)

S1(X)=(-2sinx+1)(sinx+1)
SurU,-1<sinx<0donc3>-2sinx+1>1et0<sinx+1<1doncS;’(x)>0doncS; estcroissante sur U.

A.2. Sestdérivable sur U comme quotient de deux fonctions (f (x) = cos x et g(x) = 1 — sin x) dérivables sur U donc S est dérivable
sur U.

1-sinx
(1-sinx)?

—sinx (1-sin x)+cos’x _ cos’x+sin?x—sin x )
S (x) = ( : ) - = — or cos?x+sin *x=1donc S’(x) =
(1-sin x) (1-sin x)

SurU,-1<sinx<0donc0<1-sinx<2donc S’(x) >0 donc S est croissante sur U.

2

2n
Bl o= IBK cosxdx= sinx 5. =0-(-1)=1
2

2n ) 1 . 1 (1 1
l,= cosx (L+sinx)dx=| =(1+sin x)? ==—_| Zx0%|==
e ( ) [2( ) }3n 2 (2 j 2

2

2n
1= | 5% gx= —In(1-sinx) ¥ =-Inl-(-In2)=In2

2 1-sinx 5

2n

27n 2n
B.2. 'n+1*'n=J‘3n Snﬂ(x)dxfjsn S (x)dx= J'gn [S. .. (0=S, (N]dx
2 2 2

2
n+1

or Sps1(X) —Sn () =cos xsin"* ! x de la forme u’ u avec u(x) = sin x et u’(x) = sin x donc une primitive de S, ., — S, est la

n+2

fonction F définie sur U par F(x) = L sin""* x
n+2

2n
27n 1 . 1 (_1)n (_1)n+1
S X)-S (X)]dx=| ——sin""?x =0-————(-1)"?=— -
[5 1802005, (01 {n+2 }SR (- =) (L)
2

(_1)n+l '

doncpourne N, l,.q1—1,=
n+2



(-1"

. 11
Montrons par récurrence que I , =1 — > +=4+..+

3 n+1
L (-1)° _
lo=1= , la propriété est vérifiée pour n =0
0+1
_ n _ n _ n+1
MontronsquepouttoutndeN,siIn:1—£+1+...+( 1) ,alorsln+1:1—£+l+...+( 1) .+( 1) .
2 3 n+1 2 3 n+1 n+2
(_l)n+1 (_l)n+l l 1 (_1)n 1 l (_1)n (_l)n+1
| —l,= ——— donc | =l,+——uorl,=1-=+=+..+4——— donc| =l-=—+=+..+ +
neLn neLTon n+2 " 2 3 n+1 net 2 3 n+1 n+2

La propriété est héréditaire donc est vraie pour tout n de N.

B.3. SoientA,=1,,etB,=1,,.1, montrer que A, est décroissante et B, croissante et que la limite de leur différence est 0.
An+l_An:|2(n+1)_|2n:|2n+2_|2n
11 (-1)°"
tot

2 3 7 2n+1
_ 2n _ 2n+1 _ 2n+2 _ 2n+1 _ 2n+2
l2n42= 1—£+1+...+( 1) .+( L) +( D) = 2n+( 1) +( L)
2 3 2n+1 2n+1+1 2n+2+1 2n+1+1 2n+2+1
_ 2n+1 _ 2n+2
An+1_An_( 1) +( 1) _ 1 1 1

= = — + = —
2n+1+1 2n+2+1 2n+2 2n+3 (2n+2)(2n+3)

(rappel (-1)*=1donc (- 1)2"*2 =1et(-1)2""t =—1)

neNdoncA,.;—A,<0donc (A,) est décroissante

_ (_l)2n+2 +(_1)2n+3 B 1 B 1 3 1
2n+2+1 2n+3+1 2n+3 2n+4 (2n+3)(2n+4)

Bn+l_Bn: I2(n+1)+l_|2n+l

1
Bn+l_Bn=
(2n+3)(2n+4)
n € N, donc 1 > 0 donc ( B,) est croissante
(2n+3)(2n+4)
(_l)2n+l 1 .
Br—An=lzpe1—12,= =— donc lim B,-A,=0
n n 2n+1 2n on+2 2n+2 N o n n
B.4.a. Siq;tlatlorsl+q+q2+...+q"=11_—qq icig=sinxetx e Udoncsinx=1
_eip N+l
Sn(x)zcosx(1+sinx+sin2x+...+sin"x)=cosxxlsm—_x =(L-sin""1x) 28X (1 _sin"*1x) s(x)
1-sinx 1-sin x

SX)—Sn () =SK) —(1-sin""tx) S =[1-(1—sin"**x)]S(x) =sin"**x. S(x)

S(X) = S2n (X) =sin®"*1x. S(x)
x eUdoncsinx € [-1;0]doncsin x <0, de plus cos x € [0 ;1] donc cos x >0 donc S(x) > 0 donc sin?"**x . S(x) <0
donc S(x) — S, (X) <0 pour tout x de U donc pour tout x de U, S(X) < S, , (X)

2n+1

S(X) —Szns+1 (X) =sin?"* 2x . S(x)
sin®"*2x = [sin" x] > donc sin?"*?x >0, de plus cos x € [ 0 ; 1 ] donc cos x > 0 donc S(x) > 0 donc sin?"*2x . S(x) > 0
donc pour tout x de U, S(X) — S, n+1 (X) = 0 donc pour tout x de U, S(X) <S,n+1 (X)

B.4.b. En déduire que B, < | < A, et montrer que A , et B , convergent vers I.

pour toutn € N, ettout x de U, S, 41 (X) <S(X) <S5, (X)
27 2n 27

Les fonctions S, S, et S, .1 sont continues sur | donc J'an S, ()dx< J.gn S(x)dx< J'M S,,(x)dxdoncB,<I<A,
2 2 2

(A,) est décroissante, (B ) est croissante et lim B, — A, =0 donc les suites (A,) et ( B,) sont adjacentes et convergent vers la
n—+w

méme limite ¢. Comme pour toutnde N, B, <I<A,alors¢<I<t¢donct=1



