Centres étrangers juin 2007

EXERCICE 1 4 points  Commun a tous les candidats

Pour chacune des questions de ce QCM une seuléroiepropositions A, B ou C est exacte. Le caadiddiquera sur sa copie le
numeéro de la question et la lettre correspondala ééponse choisie. Aucune justification n’est dede.

Une réponse exacte rappofes point .

Une réponse inexacte enle@25point.

L’absence de réponse n'apporte ni n'enléve aucuntp8i le total est négatif la note de I'exercest ramenée @.

Une urne contient 8 boules indiscernables au tauéhgont rouges et 3 sont noires.

1. On tire au hasard simultanément 3 boules de 'urne.
a. La probabilité de tirer 3 boules noires est :

1 5 L c 1

56 120 3
b. La probabilité de tirer 3 boules de la méme couésir.

! g 1L c 16

56 120 24
2. On tire au hasard une boule dans 'urne, on notaskeur, on la remet dans 'urne ; on procedei @ifstirages successifs et
deux a deux indépendants.
a. La probabilité d’obtenir 5 fois une boule noire est

(@)
7N\
gl
N—

o

3 2 5
A ;9’ X E B :9’
8 8 8
b. La probabilité d’obtenir 2 boules noires et 3 beuleuges est :
A § i X E ’ B 2x § + 3x §
8 8 8 8
3. On tire successivement et sans remise deux boalesaktte urne. On note :
— Ry I'événement : « La premiére boule tirée est rovuge
— N, I'évenement : « La premiére boule tirée est noire

— R, I'événement : « La deuxiéme boule tirée est rouge
— N, I'événement : « La deuxiéme boule tirée est noire
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a. La probabilité conditionnell®r; (R,) est :
A2 B 2 c 2
8 7 14
b. La probabilité de I'évenement, R N, est :
- g 15 c 15
49 64 56
C. La probabilité de tirer une boule rouge au deuxiéirage est :
A2 B > c =
8 7 28
d. La probabilité de tirer une boule rouge au prertiiage sachant qu’on a obtenu une boule noire eonsktirage est :
A L5 g 3 c S
56 8 7
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EXERCICE 2 5 points  Réservé aux candidats n'ayantgs suivi I'enseignement de spécialité
I. Restitution organisée de connaissances

1. Démontrer qu'un nombre complexest imaginaire pur si et seulementzsi -z
2. Démontrer qu'un nombre complexest réel si et seulement zi=z
3. Démontrer que pour tout nombre complexen a I'égalité z z = |z|>

Le plan complexe est rapporté & un repére orthoaladirect (O ;u, v).

On se propose de démontrer, a I'aide des nhombmapleges, que tout triangle de sommets A, B, C, dedrux distincts, d’affixes
respectives, b, ¢, et dont le centre du cercle circonscrit est sitliérigine O, a pour orthocentre le point H diaifa+ b + c.
IIl. Etude d'un cas particulier

Onposea=3+ib=-1+3ic=-,5-i.5.

1. Vérifier que O est le centre du cercle circonsauitriangle ABC.
2. Placer les points A, B, C et le point H d'affigeet b + ¢, puis vérifier graphiquement que le point H estthocentre du
triangle ABC.

l1l. Etude du cas général.
ABC est un triangle dont O est le centre du ceztlonscrit, ef, b, ¢ sont les affixes respectives des points A, B, C.

1. Justifier le fait que O est le centre du cercleaniiscrit au triangle ABC si et seulement sia=bb =cc.

1. Onposewzt_)c—bE.

a. En utilisant la caractérisation d’'un nombre imagmaur établie dans le |., démontrer quest imaginaire pur.
b Vérifier 'égalité : p+c) (b —c) =w

R b+c w
et justifier qu¢ —— = ———
b-c |b-c]

Ly b+c . -

C. En déduire que le nombre compleaée— est imaginaire pur.
-C

2 Soit H le point d’'affixea + b + c.
a. Exprimer en fonction da, b etc les affixes des vecteursH et CB.
b Prouver que CB ; AH) = g + k 11, ouk est un entier relatif quelconque. (On admet de rmimee(ﬁ ; ﬁ) = g + k).

C. Que représente le point H pour le triangle ABC ?

EXERCICE 2 5 points  Réservé aux candidats ayant suiil’enseignement de spécialité
Le plan complexe est rapporté a un repére orthoaladirect (O ﬁ\‘/) L'unité graphique est 2 cm.

Le but de cet exercice est d'étudier la similitpdne indirectd d’écriture complexez =i /2 7 +2] \/E - 2, et d’en donner deux

décompositions.

I. Restitution organisée de connaissances

On rappelle que I'écriture complexe d'une similieudlane directe autre qu’une translation est dertaez =a z+ b, ota etb sont
des nombres complexes ases 1.

Déterminer en fonction deet deb I'affixe du centre d’une telle similitude plane elite.

II. Premiére décomposition def
Soitg la similitude plane directe d’'écriture complex@=i /2z+ 2 \/_2 - 2.

1. Préciser les éléments caractéristiqueg fteentre, rapport, angle).
2. Déterminer une réflexioatelle quef=g-s,

lll. Deuxieme décomposition de
1. Montrer quef admet un unique point invariant n@é Déterminer I'affixew de Q.
2. Soit D la droite d’équationy. = x + 2.

Montrer que pour tout point Bppartenant a D, le poififN) appartient aussi a D.

3. Soitc la réflexion d’axe D ek la transformation définie pak:=f- c.

a. Donner I'écriture complexe de
(Indication : on pourra poset=a z+ b et utiliser deux points invariants pampour déterminer les nombres complegest
b.)

b. En déduire que I'écriture complexe klest :7 = ﬁz+ 2 ﬁ - 2.

Donner la nature de la transformatioat préciser ses éléments caractéristiques.
4, Déduire de ce qui précéde une écriture de la $ird#iindirectd comme composée d'une réflexion et d’'une homothétie

o
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EXERCICE 3 4 points  Commun a tous les candidats
Dans un plan muni d’'un repére orthonormal (O] ), on désigne par C la courbe représentative dfanetionf définie et dérivable

sur un intervalle | d&, f etf’ ne s’annulant pas sur l'intervalle I.

On note M un point de C d’abscisset d’'ordonnégy = f ().

On désigne par T la tangente a la courbe C au pbint

On rappelle gu'une équation de T est de la forMe f '(X)[X — X] + f (X).
I. Question préliminaire

1. Montrer que T coupe I'axe des abscisses en un plodtunt I'abscisse& 1 vérifie : X1 =x - % .
X
2. Montrer que T coupe I'axe des ordonnées en un podtnt 'ordonnéey 1 vérifie : Y= —f'(X) x + f (X)

Il. k désigne un réel fixé non nul. On cherche a détermes fonctions$ pour lesquelles la différence— X 1 est constante, et
égale &, pour tout nombre réel (Propriété 1)

1. Démontrer qué vérifie la propriété 1 si et seulement sérifie I'équation différentielle y' = %y

2. En déduire la famille des fonctions vérifiant l@priété 1 et déterminer pokir= % la fonctionf de cette famille qui vérifie de

plus la condition f (0) = 1.

[l k désigne un réel fixé non nul. On cherche a détemies fonction$ pour lesquelles la différenge— Y est constante et
égale &, pour tout nombre réelappartenant a l'intervalle I =]0 ;ot [. (Propriété 2)

1. Démontrer qué vérifie la condition posée si et seulemertft\arifie I'équation différentielle y' =

x | =

2. En déduire la famille des fonctions vérifiant lapriété 2 et déterminer pokr= % la fonctionf de cette famille qui vérifie la
condition :f (1) = 1.

EXERCICE 4 7 points

Commun a tous les candidats

Le but de I'exercice est démontrer que I'équafiep: e*=

1 . . . .
“= = admet une unique solution dans l'enserftbties nombres réels.
X

I. Existence et unicité de la solution
On notef la fonction définie suR par :f (x) =x— e *.

1. Démonter que est solution de I'¢quation (E) si et seulemeh{i= 0.
2 Etude du signe de la fonctién
a. Etudier le sens de variations de la foncticarR.
b En déduire que I'équation (E) posséde une unigluéi@o surR, notée.
C. Déterminer un encadrement de’amplitude 10 2
d Etudier le signe désur l'intervalle [0 ; 1].
II. Deuxiéme approche

+
On noteg la fonction définie sur l'intervalle [0 ; 1] pag {(X) = 11+ XX .

e

2 En déduire que est l'unique réel vérifiantg (o) = a.

3 Exprimerg '(x) en fonction dé (x). En déduire le sens de variations de la fonggisar l'intervalle [0 ; 1].
Il. Construction d'une suite de réels ayant pour imite «

On considéra la suitei ) définie par uy = 0 et, pour tout entier natumel par : u, 1= g(u,)

1 Démontrer par récurrence que, pour tout entierralitu 0< u, <uj. 1< 0.

2. En déduire que la suite {) est convergente. On natea limite.

3. Justifier I'égalité g (¢) = ¢. En déduire la valeur de

4 A l'aide de la calculatrice, déterminer une valepprochée da, arrondie a la sixiéme décimale.

1. Démontrer que I'équatidn(x) = 0 est équivalente a I'équatigrix) = x.
I
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EXERCICE 1 4 points

CORRECTION

Commun a tous les candidats

8
1. On tire au hasard simultanément 3 boules de I'dom& le nombre de cas possibles[e??} =56
a. Il existe 3 boules noires donc le nombre de casrébles esl, donc la probabilité de tirer 3 boules noires: e%t
56
5
b. Il existe 5 boules rouges donc le nombre de tirage3 boules rouges eEsé] = 10, donc la probabilité de tirer 3 boules

10
rouges est —.
56

La probabilité de tirer 3 boules de la méme couésir. — 10 1 11
56 56 56
2. Ona une succession de 5 tirages identiques et indépésdchaque tiragedeux issues :

la boule est noirep(= g)

la boule n’est pas noirg & g) donc la variable aléatoire comptant le nombréages noires suit une loi binomiale de paramétres

(s;gj-p(x:k):@x@kx@sk

5
a. La probabilité d’obtenir 5 fois une boule noire ggtxX = 5) = [gj

. : 5)_(3)"_(5)° 5)°_(3)°
b. La probabilité d'obtenir 2 boules noires et 3 bauleuges estp(X = 2) = x 3 x| =| =10x| = | X|—=

3.

Ry

N1

Il reste 4 boules rouges et

3 boules noires
4

7
3
7

R

N>

Il reste 5 boules rouges et

2 boules noires
5

7
2
7

R>

N2

2 8 8 8
4
a. F’R1 (R 2) = 7
b. La probabilité de I'évéenement,® N, est : .3 ><§ —LS
8 7 56
C. La probabilité de tirer une boule rouge au deuxiénage est :
5 4 3 5 35_5
PRi1NR2)+P(N;NR ——><—+— —=—=—
( 2) ( 1 2) 7 8 7 56 8

d PR, =2 doncP(N =1 —g_g
La probabilité de tirer une boule rouge au prertifage sachant qu’'on

a obtenu une boule noire au second tirage est :

15
R.y=PRi*N:) 565
i P(N,) 3 7
8
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EXERCICE 2 5 points  Réservé aux candidats n'ayantgs suivi I'enseignement de spécialité
I. Restitution organisée de connaissances

1. Soitzun nombre complexe, il existe deux réelty tels quez=x+iy, zZ=x- iy
Z=-Ze X—iy=—K+iy) = 2x=0 = zestimaginaire pur

2. Z=Ze X—iy=X+iy = 2iy=0< y=0< zestréel
3. |z|P=x%+y2orzz=(x+iy) (x—iy) =x2—(iy)2doncz z=x2+y?=|z|?.

Il. Etude d’un cas particulier
1. OA=|a|=,/10 etOB=p|=./10 etOC = |=+/10 donc OA = OB = OC
O est le centre du cercle circonscrit au triangBCA

2. On vérifie que (AH) et (BH) sont deux hauteurs dargle ABC donc que H est I'orthocentre de centgle.

l1l. Etude du cas général.
1. O est le centre du cercle circonscrit au triangBCA- OA = OB = 0C

-~ OA?=0B?=BC? - |a|?=|b|?=]|c|®*~ aa=bb =cc.

2.a. w=bc—bc doncw=bc-bcor z =zdoncw=bc-bc=hc —bc=—w

w = —w doncw est imaginaire pur.

b. (b+c)(b-c)=bb-bc+cb-cc
orb5=c5doncb+c)(5—(_:)=—bE+CB=w c
b+tc_(b+c) (b-9 _ w

b-c (b-0(b-9 |b-c|

3.a Z,=atb+tc-a=b+cetZ =b-c

Zs _b+c w
Z.. b-c |b-c|?

CB

Z
or |[b—c |?= BC?est un réel et d'autre pastest un imaginaire pur non nul dore’™ est un
cB

zZ
imaginaire pur non nul alors a?ﬁ = g +km(kOZ)

CB

donc (a3 i AH) = 7—21 + k 11, ouk est un entier relatif quelconque.

C. (AH) est une droite perpendiculaire au c6té (BCjriangle ABC passant par le sommet A donc esthageur de ce triangle,
de méme pour (CH)
H est le point d’intersection de ces deux hautdare est I'orthocentre du triangle ABC.
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EXERCICE 2 5 points  Réservé aux candidats ayant suiil’enseignement de spécialité
I. Restitution organisée de connaissances
Si M(2) est invariant par la similitude d'expression céexgz = a z+ b, oua etb sont des nombres complexes asecl alors

z=az+Db, etdonc (1-a)z:b,a¢1donczzli.
-a

s admet donc un unique point invaridhd’affixe ® = %

Il. Premiére décomposition def
1. g a une écriture complexe de la forrie= a z + b (a # 1) doncg est une similitude directe de centte d'affixe

w= _2|+—\/25|\/E soitw=2 + i\/E.

a=2 iﬁ donc le rapport dgest ja | = Zﬁ , 'angle deg est arga =

NS

2. Soit la réflexion d’axe © ;G), I'écriture complexe dsestz = 2 doncf = ges

lIl. Deuxieéme décomposition de
1. Montrer quef admet un unique point invariant nddé Déterminer I'affixew de Q.

f(M)=M 2=z« z=] 25+2iJ§—2@x+WziJ§@—Wﬁ2iJ§—2a{

@{x=\/72y—2 @{x:ﬁy—z
y=J2(/2y-2+2/2 [y=2y

2. Soit NOD N a pour affixeX + i(x + 2)) dond (N) a pour affixez = i \/_2 X—ix+2)+2i \/_2 -2

soitz=x /2 +2,/2 —2+i[J2 x+2/2]doncx = \[2x+2,[2 —2ey = \[2 x+2,/2
X +2=[2x+2./2 =y doncf (N) OD.

x:ﬁ y-2

y=y2x+2/2

= y=0etx=0 = le pointQ(- 2) est I'unique point invariant par

3.a. o estune réflexion d'axe D donc I'écriture complebexs est de la forme = a z+b
Soit A le point d’affixe 2 i et B celui d’affixe 2, A et B sont deux points distincts de D daid) = A eta(B) = B

2i=-2ia+b el N ) . 1+i _.
donc , par différence membre a membre, 2i +2R@ -2 i) don@a=— =i,
-2=-2a+b 1-i
Enremplacanaparidans—2=—-2+b,b=-2+2i
I'écriture complexe de est de la forme =i z—2 + 2i.

b. k:foodoncI’écriturecomplexedeest:z':iﬁ[iE—2+2i]+2i\/E—Z:i\/_Z[—iz—Z—Zi]+2i\/_2—2
donczZ =,/2z2-2,2 i+2,2 +2i,/2 —250it|’écriturecomplexedeestz’:ﬁz+2ﬁ—2.

C. I'écriture complexe dé& est de la form& = a z+ b aveck réel non nul donk est une homothétie de rappart ﬁ
2 2-2

0-yz

le centre de 'homothétieest le point invariant pa, Z =z = z= =—2on trouve = — 2 donck(Q) = Q,
k est une homothétie de cenfede rapport\/E .

4, coo=Ildetk=foodoncf=kooao.
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EXERCICE 3 4 points  Commun a tous les candidats
I. Question préliminaire

1. Une équation de T est de la form¥ = f'(x) [X — x] + f (X) donc T coupe I'axe des abscisses en un pbitddnt I'ordonnées
Yy = 0 donc I'absciss¥ y vérifie : f'(X) [Xy —X] + f(X) = 0 soitXy =x — % .

X
2. Une équation de T est de la form¥ = f'(x) [X — X] + f (X) donc T coupe I'axe des ordonnées en un goidont I'abscisse

Xk =0 donc l'ordonnéd&  vérifie : Yy =f'(X) [0 — X] + f (X) = 0 soitY g vérifie : Y= —f'(X) x + f (X)

1. f vérifie la propriété 1= la différencex — X 1 est constante, et égalé,gour tout nombre réel
< pour tout nombre réel x — X—M =k < pour tout nombre réel fO) k
f(x) f(x)

= pour tout nombre réel f'(x) = %f(x) = fvérifie I'équation différentielle y' = %y

1
2. Les fonctions vérifiant la propriété 1 sont dondaléormef (x) = Ce* * ol C est une constante réelle.

Pourk = % f(x) = Ce?*, de plud (0) = 1 donc C = 1. La fonctidinde cette famille telle quef {0) = 1 est définie pdr(x) = e**.

[l k désigne un réel fixé non nul. On cherche a détamlies fonctions pour lesquelles la différenge— Y est constante et
égale &, pour tout nombre réelappartenant a l'intervalle 1 =10 ;ot [. (Propriété 2)

1. f vérifie la propriété 2= pour tout nombre réel la différencd (x) — Y est constante, et égal&a

= pour tout nombre réal f (x) — [-f'(X) x + f (X)] =k = pour tout nombre réel

= pour tout nombre réal xf’'(x) =k = f vérifie 'équation différentielle y' = k .
X

2. f vérifie la propriété 2= pour toutx de I,f vérifie I'équation différentielle y' =

x | =

= pour toutx de I,f est une primitive de la fonction- k
X

= il existe un constante réelle C telle que, pout xade I,f (x) =kInx+ C

Pourk = % la fonctionf de cette famille qui vérifie la conditiorf (1) = 1 est telle qukiIn1+C=1donc C=1

doncf (x) = %In X+1
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EXERCICE 4 7 points  Commun a tous les candidats

|. Existence et unicité de la solution

1. X est solution de I'équation (B} e*= 1.1
X

=X o e =XeXx-€"=0=1f(X)=0

2.a. festdérivable suR etf’(x) = 1 + € * or la fonction exponentielle est positive 8udoncf '(x) > 0

f est strictement croissante fur
*=+odonc lim f(X)=-o

X —» —oo

2.b. lim e™=0donc lim f(x)=+c, lim e

X —» + 00 X —» + 00

f est définie continue strictement croissantelsur(R) =R, 00 f (R) donc I'équation (E) possede une unique solutiorRs notéeu.

2.c. feststrictement croissante &ietf (0,56) < 0 ef (0,57) > 0 donc 0,56 & < 0,57

2.d. feststrictement croissante sur [0 ; 1f @) = 0 donc si & x < a alorsf (X) <0 ; sia <x< 1 alorsf (x) > 0 etf (a) =0

II. Deuxiéme approche

+ X

1
1. gx¥) =X = ” =X o 1+x=Xx+xe" = 1=xe"= e ¥=x=f(X) =0

X

2. Résoudreg(x) = x est équivalent a résoudiré) = 0 or cette équation admet une seule solutiofRsuonca est I'unique réel
vérifiant :g (o) = o.

oo l+e*-(@Q+x)e _ 1-xe* = e f-x _ f(x)

3. g(x= TX)E _2TXE el X o e
@+e”) @+e”) @+e*) @+e*)

si 0< x <a alorsf (x) < 0 donag'(x) > 0 donaog est strictement croissante sur [@];

sia <x< 1 alorsf (x) > 0 donag'(x) < 0 dongg est strictement décroissante swir, [].

[ll. Construction d’une suite de réels ayant pour Imite «
1. Montrons par récurrence que, pour tout entier BiturO< u, <up, ;<.

u;=g(ug) =g(0) = % or 0,56 <a < 0,57 donc & up su; <a, la propriété est vérifiée poar= 0.

Montrons qu’elle est héréditaire c’est-a-dire qoemtoutn deN, siO<u,<uUp,i1<aalors 0SUp. 1 SUp42< 0.
g est strictement croissante sur [@] donc siOfu,suy,1<aalorsg(0)<g(un) <g(un+1) <9(a)

or pour tout entier naturel par :u,.1=g(u,) ; g(0) :% etg(a) =a donc% SUp+1SUpso<adonc 0 Up 1 SUps o<

La propriété est héréditaire donc est vraie poutrialeN.

2. La suite (1,) est croissante majorée padonc est convergente. On nétsa limite alorai < £ < a.

3. Pour tout entier naturel, par :u,.1=9(u,) ; la fonctiong est continue sur [0g] et pour tout entier naturel u, 0 [0 ; a], la
suite (4,) converge ver$ donc! est solution dg (x) = x donc vérifieg(e) = €.

D’apres la question 2. de la Partie Il, I'équatigfr) = x admet pour seule solutiendonct = a.

4, u,=0,567143

Un
0
0,5
0,566311
0,567143
0,567143

A WIN|PL|O|S
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