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On dispose de deux urnes U et V contenant chacune deux boules. Au départ, I’urne U contient deux boules blanches et I’'urne V contient
deux boules noires.

On effectue des tirages successifs dans ces urnes de la fagcon suivante : chaque tirage consiste a prendre au hasard, de maniére simultanée,
une boule dans chaque urne et a la mettre dans I’autre urne.

Pour tout entier naturel » non nul, on note X ,, la variable aléatoire égale au nombre de boules blanches que contient I’urne U a la fin du
n-iéme tirage.

l.a Traduire par une phrase la probabilit¢ P, _, (X,,, =1) puis déterminer les probabilités conditionnelles suivantes :
P(X”:()) (X, =D, P(X,,:l) (X, =D et P(X,,:Z) (X, =D

b. Exprimer P(X ,+1 = 1) en fonction de P(X , =0), P(X,=1) et P(X, =2).
2. Pour tout entier naturel » non nul, on note R , la matrice ligne définie par :

R,=(PX,=0) PX,=1) PX,=2))

et on considére M la matrice

o M= ©
—_— N = =
o al— o

On note R ¢ la matrice ligne (0 0 1).
On admettra par la suite que, pour tout entier naturel n, R ,+1 =R, x M.
Déterminer R et justifier que, pour tout entier naturel n, R, =R o x M".
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3. 11y a une erreur dans I’écriture de D, il fautlire D=| 0 0 0 |etnonD=| 0 0 0
0 01 0 0 1
1
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Onadmetque M =P xD xP~lavec:P= 5 -1 0 1|/,D=| 0 0 O0|etP'=|1 0 -1
2 -3 1 0 01 1 4 1
Etablir que, pour tout entier naturel n, M" =P x D" x P~
(_ lj 00
2
On admettra que, pour tout entier naturel n, D" = 0 0 0
0 0
4. a. Calculer D" x P! en fonction de n.
b. Sachant que Ro P = [ é; —% ; éj , déterminer les coefficients de R ,, en fonction de n.
5. Déterminer lim P(X,=0), lim P(X,=1)et lim P(X, =2).

Interpréter ces résultats.
CORRECTION

1. a Sachant qu’a la fin du n-iéme tirage, I’urne U ne contient pas de boule blanche la probabilité qu’a la fin du (n + 1)-éme tirage
elle en contienne une est P, _, (X, =1)

Si a la fin du n-ieme tirage, I’'urne U ne contient pas de boule blanche, 1’urne V en contient alors 2 donc au tirage suivant on ne peut
choisir qu’une blanche dans I’urne V pour la déposer dans 'urne U donc P, _, (X,,,=D)=1

n+1

Si a la fin du n-iéme tirage, I’'urne U contient une seule boule blanche, I'urne V en contient une donc soit on prend une boule noire dans
I’urne U et une boule noire dans I’urne V soit on prend une boule blanche dans I’urne U et une boule blanche dans 1’'urne V alors
1 1 1 1 1
Py (X, =)==x—+—x—=—
(X,,fl)( n+1 ) 2 2752707,
Si a la fin du n-iéme tirage, I’urne U contient deux boules blanches, I'urne V contient alors deux boules noires donc on prend une boule
blanche dans 1’'urne U et une boule noire dans 1’'urne V

P(X,,:Z) (Xn+l :1): 1

b. PXu,+1=1)= Py oy (X, =1 % PX,=0)+ Py (X, =) *xPX,= 1)+ Py (X, =) PX,=2).

n+l n+l

P(X'H']: I)ZP(X11:O)+ % P(Xn: 1)+P(Xn:2)
2. Ri=RoM=(0 1 0)



Montrons par récurrence que pour tout entier naturel n, R, =R o x M".

Initialisation : sin =0, M # O donc M ? = I (matrice identité) donc Ry x M?=Rx =R
La propriété est initialisée.

Hérédité : Montrons que pour tout 7 de N, siR,=Ro*xM"alorsR,+ 1 =RoxM"*1,
R,+1=R,xMetR,=RoxM"doncR,+1=RogxMxM"=RoxM""1,

La propriété est héréditaire

Conclusion : La propriété est initialisée et héréditaire donc pour tout n de N, R, =R x M".

1231 1 -2 1 1 00
3. PxP-'=—-| -1 0 1{x|[1 0 —-1|={01 0
2 -3 1 1 4 1 0 0 1

Montrons par récurrence que pour tout entier naturel 7, M"=P x D" x P!

Initialisation : sin=0,M #0 et D # O donc M? =D = I (matrice identité) donc P x D*x P~ ! =P x [ x P-!=Px P~ !=]=M?°
La propriété est initialisée.

Hérédité : Montrons que pour tout 7 de N, siM”"=P x D" x P~ lalors M"" ! =P x D" 1 x P~!

M 1=M"xMetM"=PxD"xP-ldoncM""'=PxDxP ! xPxD"xP 1=PxDxIxD"xP-!
Mr1+1:PXDXDnXP—1:PXDn+1 ><P*1

La propriété est héréditaire

Conclusion : La propriété est initialisée et héréditaire donc pour tout 7 de N, M” =P x D" x P!
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4. a. Calculer D" x P~ 1= 0 0 0 |x]|1

2 n n
b. R0P=[l;—l;lj,Rn=[l;—i;lj 0 0 0 = lx(—lj +l;(—lj +
3726 326 3 2 6 2

5. P(X,7=0):1x(—1j 1
3°072) T

1
n—+w n—o+w 6 ’

—-1< —%<1d0nc lim [—%) =0donc lim P(X,=0)=

P(Xn=1)=(—%j +§ donc ﬂliqlmp(xﬁl):%

1 n" 1. 1
PX,=2)= —-x|-=| += lim PX, =2)= — .
(X,=2) 6{ 2]+6,131L( )= ¢

Au bout d’un nombre important d’échanges, 1’urne U contient :

e 0 boules blanches avec une probabilité
e | boules blanches avec une probabilité

e 2 boules blanches avec une probabilité
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