On consideére la matrice A :( 4 J et N=A-21,0ul,est la matrice carré identité de taille 2.

1.a.  Calculer Net N2
1.b.  Montrer que pour tout entier naturelnona A"=2"1,+n2"" ' N

On considere la suite (u,) définie sur N par ug =2, u; = 1 et pour tout entier n, Up+2 =4 Up+1—4 Uy,

2. a. Calculeruj,etus

u
Pour tout entier n on pose Vn = ( " J
n+1

Ecrire une relation matricielle entre V.1, Vet A
Montrer que pour tout entier naturelnonaV,=A"V,.
En déduire I’expression de u, en fonction de n

Montrer que la matrice A est inversible et déterminer A™*

v (323 0) (22 )
()20 5)-(6 0o

1. b. Montrons par récurrence que pour tout entier naturelnonaA"=2"1,+n2" ' N.
A=1,0rsin=0,2"1,+n2""'N=2%1,+0%x2"'N=1,=A

La propriété est vérifiée pour n = 0.

Montrons que pour tout nde N, si A"=2"1,+n2" *Nalors A"**=2"**1,+(n+1)2"N

A=A "X AorA"=2"1,+n2""INetN=A-21,doncA=21,+N

donc A" t=(2"1,+n2"" ' N)(21,+N)

AN =2"x 21, x 1, +2" I x 2 1, xN+n2"" 1 x2Nx1,+n2" ' Nx N

or2" tx2=2"2"x2=2"tet I, x1,=1,;1,x N=N,NxI,=NetNxN=0,
AMTr1=2" 1L, +2"N+n2"N

AMl=2" 1, +(1+n)2"N

La propriété est héréditaire donc pour toutnde N, A"=2"1,+n2""*N
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CORRECTION

2. a. Sin=0, larelation de récurrence devient : u, =4 u; -4 uy=-4
Sin=1, larelation de récurrence devient: uz=4u,-4u;=-20

0 1 u u u
2.D. AVn:{ J "= net = "=V,
-4 4 Unit _4un+4un+1 Unio

2. C. Montrons par récurrence que pour tout entier naturelnonaV,=A" V.
A%=1,doncsin=0, A"V, =V,. La propriété est vérifiée pour n = 0.

Montrons que pour toutnde N, si V,= A" Vgalors V.1 = A" 1V,
Viii=AV,0orV,=A"Vedonc Vo, =AXx A"V = A" v,
V,+1=A" "1V, La propriété est héréditaire donc pour tout nde N, V, = A" V.

2.d.  V,=A"V,, il faut donc chercher I’expression de A" en fonction de n
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3. A= { 44 J , une matrice ( q J est inversible si et seulementsiad—-bc#0
- c

0x4-1x(—-4) =4donc Aest inversible

. . a b a b 0 1
L’inverse de A est la matrice telle que =1,
c d c d -4 4
-4b=1
a b 0 1 —4b a+4b a+4b=0
= donc
c d -4 4 -4d c+4d -4d=0
c+4d=1

—4b:1doncb:_Tl,a+4b:0donca:—4b:1
—-4d=0doncd=0,c+4d=1doncc=1
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4, N = 4 2 , une matrice q est inversible si et seulementsiad—-bc#0
- c

—2x%x2-1x%x(—-4)=0donc Nn’est pas inversible



