Amérique du Sud novembre 2007

1. On consideére la fonctidn définie sur [0 ; 4o [ parf1(x) = 2x— 2 + In &%+ 1).
a. Déterminer la limite dé; en +oo,
b. Déterminer la dérivée dq .
c. Dresser le tableau de variationsfde

2
2. Soitn un entier naturel non nul. On considére la fonctipndéfinie sur [0 ; +o [ parf, (X) = 2x -2 +M.
n
2.a. Déterminer la limite dé, en +oo.
b. Démontrer que la fonctidn, est strictement croissante sur [0%.
c. Démontrer que I'équatidn, (x) = 0 admet une unique solution, sur [0 ; +oo [.
d. Justifier que, pour tout entier natunelD <a , < 1.

3. Montrer que pour tout entier naturel nonmul,, (o ,+7) > 0.
4. Etude de la suitex(,)

a. Montrer que la suiten(,) est croissante.
b. En déduire qu'elle est convergente.
N . In(a;+1) I - .
c.  Utiliser I'expression,= 1 — CTE pour déterminer la limite de cette suite.
n

CORRECTION

l.a. Soit X =x?+1, lim X=+ooorxlim InX =+cwdonc lim In(x?+1) =+ ; lim 2x-2=+cdonc lim f,(X)=+o
~+o0 X - +00 X — + 00 X = +o00

X - +00

. 2X 2 X \ oo
1.b. fl(x)=2+Xz+1,x20doncxz+1 >0etf,(x)=2soitf, (x>0
1l.c
X 0 + o0
fll(x) +

+ 00
fl 9  ?

2.a. Déterminer la limite dé, en +oo.

2
: . . . . +
Soit X =x?+1, lim X=+wor lim InX=+wdonc lim In(x?+ 1) =+ donc lim M=+oo

X - +o00 X » +00 X — +00 X — +00 n

lim 2x-2=+wdonc lim f,(x)=+»

X - + 00 X - +00

2.b. f,(X)=2x—2+2In(x2+1)doncf, (x) =2+ x—2X
n n x°+1

szetn>00|oncxff1 >0etf, (x)>2 soit f, (x)>0

X 0 + o0
fo () +

+ 00
fo |,  ’

2.c. f,estdéfinie continue et strictement croissantgGur-oo [, f, ([0; +0[)=[—2; +oo [
00f, ([0; + [) donc I'équatiorf ,, (X) = 0 admet une unique solution, sur [0 ; +oo [.

2.d f,(1)= In2 ;T (1) > 0 eff , est strictement croissante sur [0+, donc 0 <a , < 1.
n

1

3. O ,+1 est solution dén+1(x):0d0nc21n+1—2+n+1

1
In(a? +1):Odoncn—+1ln(0(ﬁ +1)=2 -4
In(af +1)=f+1)(2-200.1)

0 (@0e1) = 20003243 (07 +1) = 200= 2+ (14 1) 2= 20p1)
n

n+1

fr(@ne1)=—2-20741) + n

(2_2an+1)



n+1

fn(an+1):(2—2an+1)[ 1j:2(14xn+1)%

Pour toutn, 0 <a,<1doncl-e,,;>0dond,(0,+1)>0

4.a. fp(an+1)>0etf,(a,)=0de plug, est strictement croissante sur [0efdonc 0 <a,<a,.1<1
La suite ¢ ,) est croissante.

X 0 o, Opn+1 1 + o0
f, (%) *
 ) + o0
fa 5 0
b. (a,) est croissante majorée par 1 donc est convergent
" . In (a7 +1) I - .
c.  Utiliser I'expression,= 1 — T pour déterminer la limite de cette suite.

. , L , 1 _In@3+1) 2
Pour tounde N*, 0 <a,<ldoncl<a, +1<2do0u0O<In@; +1)<In2donc— < —— <

2n 2n

: - 1 _ . In2 - In(a;+1) .
D’apres le théoréme des gendarmes, comime — = lim —— =0alors im ———— =0donc lim a,=1

n- +o 2n no +o0 2n no+ow 2n no +o0



