Asie juin 2007
Le but de cet exercice est d’étudier une méme gordtion géométrique a I'aide de deux méthodegmifftes.
| A l'aide des nombres complexes, sur un cas partitier

Le plan complexe est rapporté au repere orthonodimadt (O ;G ,\‘/). L'unité graphique est 1 cm.
1. On considére les points A et B d'affixes respest 10 et 5 i.
a. Déterminer I'écriture complexe de la similitudieectes qui transforme O en A et B en O.
b. Déterminer les éléments caractéristiques. d&n noteQ son centre.
c. Déterminer le poing > s(B) ; en déduire la position du poifitpar rapport aux sommets du triangle ABO.

2. On note D la droite d’équation- 2y = 0, puis A et B les points d’affixes respectives 8 + 4iet 2 + 1.
a. Démontrer que les points At B sont les projetés orthogonaux respectifs des pdiret de B sur la droite D.
b. Vérifier ques(B’) =A'.
c. En déduire que le poif appartient au cercle de diametréBA

Il A l'aide des propriétés géométriques des similitdes

OAB est un triangle rectangle en O tel q@ﬁ(, FB) = g

1. On note encorgest la similitude directe telle qeé0) = A ets(B) = O. SoitQ son centre.
a. Justifier le fait que I'angle deest égal ag

b. Démontrer qué€ appartient au cercle de diamétre [OA].
On admet de méme g@kappartient aussi au cercle de diameétre [OB].
En déduire qué& est le pied de la hauteur issue de O dans lggtadaDAB.
2. On désigne par D une droite passant par Ondistdes droites (OA) et (OB).
On note Aet B les projetés orthogonaux respectifs des pointsB\sur la droite D.
Déterminer les images des droites (B& D par la similitude.
Déterminer le poirg(B’).
c. En déduire que le poift appartient au cercle de diametrégA

oo

CORRECTION

Partie |
1l.a. Il existe une unique similitude direct¢elle ques(O) = A ets(B) = O, son écriture complexe et =az+b, a etb étant deux
complexes.

En utilisant les affixes des deux points O et Beeteurs images : 10&x 0 +bet0=ax5i+bdoncbh=10 eta=- g =2i

L’écriture complexe dsest don =2 iz + 10.

b. L’écriture complexe deest don = 2 iz+ 10 donc le rapport deest | 2 i | = 2, I'angle de la similitude est é2g) = g

Le centre de la similitude est le point invariaat fodonc dont I'affixe est solution de=2iz+ 10
10 _10(1+ 2i)

- =2+4i
1-2i 5

soitz=

La similitudes a pour centr€ (2 + 4 i), pour rapport 2 et pour angge.

C. so g(B) =5(0) = A

La similitudes a pour centr& (2 + 4 i), pour rapport 2 et pour angge doncs o s est la similitude de centf (2 + 4 i), de rapport 4
et d’angleg+ g =1tdonc 'homothétie de centre A de rapport — 4 doc= -4 QB doncQ, A et B sont alignés.

S(0) = A donc (&7) ,ﬁ) = g + 2k tdonc QO) et QA) sont orthogonales) est le pied de la hauteur issue de O du triangiB.O

2.a. A'0ODetBOD. Un vecteur normal a D est le vectefu(l ;—2). Le vecteuBA' a pour coordonnées (- 2 ; — 4) donc est

colinéaire au vecteuw donc (AA) est perpendiculaire a D et 8st le projeté orthogonal de A sur D.
De méme Best le projeté orthogonal de B sur D.

b. L'affixe des(B") est:Z=2i(2+i)+10=4i+ 8 z,doncs(B) = A’



C. L'angle de la similitude étant égal—zré, ets(B’) = A’ alors (QB', QA') = g +2kT

Le triangleQA'B’ est rectangle ef2 donc le poinQ appartient au cercle de diamétréBA

Partie Il
l.a. sestlasimilitude directe de centetelle ques(O) = A ets(B) = O. donc I'angle de la similitude esﬂTB ,ﬁ))
. -7 -7 - .
(OB,AO) =arg—=~ or —4& = ]'_O:Zidonch,AO):E.
Z, Z, 5i 2

b. s(0) = A donc (SY) ,ﬁ) = g + 2k tdonc le triangleQOA est rectangle ef2 doncQ appartient au cercle de diamétre

[OA].

De méme le triangl@OB est rectangle e doncQ appartient au cercle de diamétre [OB].

La droite () perpendiculaire aux droite©) et (QB) est donc (d’aprés l'unicité de la perpendicdadr une droite) a la droite
(AB). Q est donc le pied de la hauteur issue de O du OAB.

2. s est la similitude directe de cente d’angleg donc I'image par s de ( BB’) est la droite pasgmrts(B) = O et orthogonale
a (BB

B’ est le projeté orthogonal de B sur la droite Dd(BB’) est perpendiculaire a D. O appartient addaD est la droite passant par
s(B) = O et orthogonale a (BB’) donc I'image gate la droite (BB est la droite D.

De méme 'image par s de ( AA") est une droite paspar s(A) et orthogonale a (AA")
A’ est le projeté orthogonal de A sur la droite Da(®A’) est perpendiculaire a D.
soits(A’) = A", s(0O) = A, or I'angle de la similitude esg&[ donc (OA", AA") = g +2kT

or O appartient a D donc D = (Qret D est perpendiculaire a (XRA; il existe une seule droite perpendiculaire @d3sant par A
donc il existe une seule droite perpendiculaire@aBsant par A donc (AA=(AA") donc I'image de D est la droite (AA

B’ 0 (BB') et s((BB’)) = D donc B’ a pour image un point de
B’ 0 D et s(D) = (AA’) donc B’ a pour image un point (&A").
L'image de B appartient a D et a (Apdonc est un point de I'intersection ces deuxtdsodionc est As (B') = A'.

b. Par la similitude s de centfbd’angleg, B’ est transformé en A’ dondﬁ' , @) = g + 2kt

Le triangleQA'B’ est rectangle eff2 donc le poinQ appartient au cercle de diamétréBA
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