1. Calculs vectoriels dans I’espace

Définition : Soit u et v deux vecteurs de I’espace. On dit que U et v sont colinéaires s’il existe un réel k (éventuellement nul) tel que
u=kvouv=ku.

Propriétés

Soit A et B deux points distincts et u un vecteur non nul. Le vecteur u est

un vecteur directeur de la droite (AB) si et seulement si u et AB sont colinéaires.

Soit A, B, C et D quatre points distincts, les droites (AB) et (CD) sont paralléles si et seulement si les vecteurs AB et CD sont
colinéaires.

Soit A, B et C trois points distincts, les points A, B et C sont alignés si et seulement si les vecteurs AB et AC sont colinéaires.

Définition : Soit u,v et w trois vecteurs de I’espace.
Soit O un point quelconque et les points A, B et C définis par : OA=u, OB=v et OC=w
Les vecteurs U,V et w sont coplanaires si O, A, B et C sont coplanaires.

Propriété Soit u et v deux vecteurs non colinéaires. Les vecteurs u, v et w sont coplanaires si et seulement si il existe deux réels x
etytelsque: wW=xu +yv.

Soit A, B, C et D quatre points de I’espace. Ces quatre points sont coplanaires si et seulement si il existe deux réels x et y tels que :
AD=x AB+YyAC.

Un plan est caractérisé par un point et par deux vecteurs non colinéaires : P = (A; u,V)

Soit u et v deux vecteurs non colinéaires et A et B deux points de I’espace.

Lesplans (A; u,v)et(B; u,v)sont paralléles.

Théoreme : Décomposition d’un vecteur en fonction de trois vecteurs non coplanaires
Soit 1, j etk trois vecteurs de I’espace non coplanaires.

Pour tout vecteur u de I"espace, il existe un unique triplet (x ;y; z) deréelstelsque: U=Xi+y j+2z K

Définition : Soit i, j et k trois vecteurs de I’espace non coplanaires et u un vecteur de I’espace.

Ondit que (i, j, k) estune base de I’espace.

Considérons I’unique triplet (x;y;z) tel que: u=xXi+y j+z k. Les trois réels x, y et z sont les coordonnées de u dans la base
(i,j, k).

Onditque (O, j, k) estun repére de I’espace si les vecteurs i, j et k ne sont pas coplanaires doncsi (i, j, k) est une base.
Soit (O;i,j, k) un repére de I’espace. Pour tout point M de I’espace, il existe un unique triplet (x; y; z) tel que:
OM=xi+yj+zK.

Les trois réels x, y et z sont les coordonnées de M dans le repére (O, j, k) (x abscisse, y : ordonnée et z : cote).

a a
Définition : Soit u| b | et u'| b' | non colinéaires.
c c'

X=Xp+Aa+pa'
Onditque 1 y=y +Ab+ub', A e R, u R est une représentation paramétrique du plan (A ; u,v))
Z=Zp+AC+pc'
X=Xp +ka
Le systtme S < y=y, +kb, k € R est un systtme d’équations paramétriques de la droite D (on dit aussi que S est une
z=72,+kc

représentation paramétrique de la droite D passant par A et de vecteur directeur u ).



3. Orthogonalité

Deux droites orthogonales ne sont pas forcément sécantes mais deux droites perpendiculaires sont sécantes.

Deux vecteurs sont orthogonaux (on ne dit pas perpendiculaires) lorsque leurs directions respectives sont orthogonales.
Dire qu’une droite est orthogonale ou perpendiculaire a un plan signifie la méme chose.

Un vecteur non nul n normal & un plan P est un vecteur directeur d’une droite orthogonale 4 P .
Conséquence : Si n est un vecteur normal au plan P, n est orthogonal & tout vecteur AB ol A et B sont deux points du plan.

Propriétés : Si deux droites sont orthogonales alors toute parallele a I’une est orthogonale a I’autre.
Si deux droites sont paralléles alors toute droite orthogonale a I’une est orthogonale a I’autre.

Théoreme : Si une droite D est orthogonale a deux droites sécantes du plan P alors elle est orthogonale a P .

Définition dy d;
Dans I’espace, deux droites d ; et d, sont orthogonales si et seulement si il existe un point | tel que H G
les paralléles a ces droites passant par | sont perpendiculaires. :
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Propriété Si deux droites sont paralléles, alors toute droite orthogonale a I’une est orthogonale a ds d,
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Définition d

| est I’intersection d’une droite d et d’un plan P .
La droite d et le plan P sont perpendiculaires si et seulement si d est perpendiculaire a deux droites
d,etd,deP passantpar I.

Propriété Si une droite d est perpendiculaire a un plan P, alors d est orthogonale a toute droite A
contenue dans P .

Propriété Si d soit orthogonale a deux droites sécantes d’un plan P alors la droite d et le plan P
sont perpendiculaires.

.[DLP
Si deux droites sont orthogonales a un méme plan, elles sont paralléles. Si { ALPp alorsD // A
. . . . . . . [ DIIA
Si deux droites sont paralléles et si I’une est orthogonale & un plan, I’autre aussi. Si ALP alors DLP

. . | ALP
Si deux plans sont orthogonaux a une méme droite, ils sont paralléles. Si { ALp alorsP //P’

Propriétés :
Si deux plans sont paralléles, tout plan perpendiculaire a I’un est perpendiculaire a I’autre.
Si une droite D est orthogonale a une droite D’ et est perpendiculaire a un plan P alors D’ et P sont paralléles.
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4. Produit scalaire dans I’espace
On se place dans un repére orthonormé (O;i, j, K).
Définition : La droite D étant la droite orthogonale au plan P passant par M et coupant P en M’, le point M’ est alors appelé projeté

orthogonal de M sur P .
Le plan P étant le plan orthogonal a la droite D passant par M et coupant D en M’, le point M’ est alors appelé projeté orthogonal de

M sur D.

Définition : Soit u et v deux vecteurs de I’espace et A, B, C trois points tels que u=AB et v=AC.Ona u.v=AB.AC.
Propriétés :

Avec une projection orthogonale : u.v=AB.AH ol u=AB et AH est le projeté orthogonal de v sur u .

Avec cosinus et angle : (si U et v sont deux vecteurs non nuls) u.v =AB.AC = AB x AC cos BAC

Avec la norme uniquement

di=gLlal+lel-la-v]]
d-i=g e Jal-1v1]
d-i=g[av]-la-v]]

Expression analytique dans une base orthonormée (i “lalorsu.v =xxX +yy +z27’
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Cas particuliers
si ABet AC sont colinéaires de méme sens donc BAC = 0 alors AB.AC = AB x AC

si ABet AC sont colinéaires de sens opposés donc BAC = malors AB.AC = - AB x AC
Si les droites (AB) et (AC) sont perpendiculaires, alors BAC est droit donc cos BAC =0 et AB.AC=0

Conséquences : Deux droites D et D * de vecteurs directeurs u et v sont orthogonales si et seulement si u.v = 0.
Si n est un vecteur normal au plan P, si A est un pointde P, P est I’ensemble des points M de I’espace tel que n. AM =0

Propriétés
Soit u et v deux vecteurs de I’espace.
Toutes les régles de calcul du produit scalaire du plan s’étendent a I’espace :

© vl
b u.v =v.u

. u.(V+w)=u.v+u.w

. (ku).v =u.(k v)=k(u.v) pour tout réel k.
o Juev]fufzavs o]

Propriété : deux vecteurs u et v sont orthogonaux si et seulement si u.v = 0.

Propriété : On suppose I’espace muni d’un repére orthonormé. Pour tout M (x ; y ; z) de I’espace, ona OM?=x2+y?+z%
Dans un repére orthonormé, pour tout vecteur u (X ;Y ; z) et tous points A(Xa ;Y a ; Za), B(Xs ;Y& ; zg) de I’espace :
. [ ull?=x*+y?+2?

g AB2:”Kéuz=(XB_XA)2+(yB_yA)2+(ZB_ZA)2

Propriété

a
Tout plan P de vecteur normal n| b | aune équation cartésienne de la forme:ax+by+cz+d=0avec(a;b;c)#(0;0;0)
c
Réciproquement, si (a; b;c) #(0; 0; 0), I’ensemble des points M (x;y; z)telsque: ax+by+cz+d=0estun plan dont un
a
vecteur normal est n| b
c



4. Intersection de deux plans

a. Positions relatives de deux plans

Deux plans de I’espace sont soit sécants, soit paralléles.

SoitP :ax+by+cz+d=0,P‘:a’x+b’y+c’ z+d’=0et
ax+by+cz=d

Slesystéme{ .
a'x+b'y+c'z=d"'

Sécants Paralléles
Les listes(a;b;c)et(a’ ;b’ ;c’) Les listes(a;b;c)et(a’ ;b’ ;c’)
ne sont pas proportionnelles sont proportionnelles

P et P ' ont une droite d’intersection d.

P ~P’=d P et P ' sont strictement paralléles, P et P 'sont confondus.
_onorme PAP’ =@ p=p
netn’ ne sont pas colinéaires netn’ sont colinéaires netn' sont colinéaires
Le systéme S caractérise la droite d. Le systeme S n’a pas de solution Le systéeme S caractérise le plan P

Deux plans sont sécants lorsqu'ils ne sont pas paralléles.

Si deux plans P et P ' sont paralléles, alors tout plan qui coupe P, coupe aussi P' et les droites
d'intersection d et d ' sont paralléles.

Théoreme du toit : Si deux plans P et P ' sont sécants selon une droite A et si d et d' sont deux
droites paralléles contenues respectivement dans P et P ', alors la droite A est parallelea detd'.

ax+by+cz=d

Dans I’espace, toute droite est caracterisée par un systeme d’équations cartésiennesy , . .
a'x+b'y+c'z=d

b Positions relatives d’une droite et d’un plan
Sécants Paralléles
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D et P ont un point d’intersection . P et D sont strictement paralléles, D est contenue dans P
PAP ={I} PND=0 PND=D
U et n ne sont pas orthogonaux U et n sont orthogonaux U et n sont orthogonaux




