Nouvelle Calédonie mars 2011
EXERCICE 1 6 points
Partie A : Restitution organisée de connaissances

On utilisera le résultat suivant : les solutionsl'dquation différentielley '= a y ou a 00 R sont les fonctiong définies surR par
g(x)=Ke* ouK OR.
Le but de cette partie est de déterminer les swistile I'équation différentielle (Ey! =ay+boualR etb OR.

1. Démontrer que la fonctiomdéfinie surR paru(x) = — b est une solution de (E).
a

2. Soitf une fonction définie et dérivable skr Démontrer I'équivalence suivante :

f est solution de (E} f — uest solution de I'équation différentiejlé=a y.

3. En déduire toutes les solutions de I'équation dhfféelle (E).

Partie B

Un cycliste roule sur une route descendante rgatliet trés longue. On not@ ) sa vitesse a l'instaht out est exprimé en secondes
etv(t) en metres par seconde.

On suppose de plus que la fonctioainsi définie est dérivable sur l'intervalle [0 ¢of:

Un modele simple permet de considérer que la fonetest solution de I'équation différentielle : ¢t ) + v(t )= 30.

Enfin, on suppose que, lorsque le cycliste s'élesmeitesse initiale est nulle, c'est-a-dire ¢q@ = 0.

_t
1. Démontrer que(t) = 30 [l— e 10] .

2.a. Déterminer le sens de variation de la fonctiaur l'intervalle [0 ; 4o [.
b. Déterminer la limite de la fonctionen +co.
3. On considére, dans cette situation, que la vildssgycliste est stabilisée lorsque son accélérati@ est inférieure & 0,182
Déterminer, a la seconde prés, la plus petite valetia partir de laquelle la vitesse du cycliste edtibsge.
t,
4, La distancal parcourue par ce cycliste entre les instaptstt, est donnée pat= J. v(t) dt.
ty

Calculer la distance parcourue par ce cycliste genigs 35 premiéres secondes.

EXERCICE 2 4 points
Chaque année, deux villages A et B organisent noaa's sportif. Les concurrents tirent au sort wyem de transport puis doivent
relier le village A au village B le plus rapidemgmssible en utilisant ce moyen de transport giarnours adapté.
Pour le tirage, on utilise une urne contenantdngindiscernables au toucher. Sur un premier jiggone la lettre V , sur le second la
lettre R, sur le troisieme la lettre P et sur lends la lettre L.
Un concurrent tire au hasard un jeton :

— s'iltire le jeton sur lequel figure la lettre Veffectuera le trajet a vélo,

— <s'iltire le jeton sur lequel figure la lettre Reffectuera le trajet en roller,

— <s'iltire le jeton sur lequel figure la lettre Peffectuera le trajet a pied,

— <s'il tire le jeton sur lequel figure la lettre Lchoisira librement son mode de transport parsideis précédents.
On observe que lorsqu’un concurrent tire le jetanlsquel figure la lettre L, il choisit le vélo m& 70 % des cas, il choisit le roller
dans 20 % des cas el il décide de faire le parcopied dans 10 % des cas.

1. Construire un arbre pondéré correspondant a lat&itu

Pour les questions suivantes, on donnera les risudtrrondis au milliéme.

2. Calculer la probabilité qu'un concurrent effectadrbjet a vélo.

3. Sachant gqu’un concurrent a effectué le trajet a,\@lelle est la probabilité qu'il ait tiré le jetsur lequel figure la lettre L ?
4, On admet que les résultats des différentes anoéessiépendants les uns des autres.

L'expérience des années précédentes permet delé@mrsiue la probabilité, pour le vainqueur, d'aeffiectué le trajet a vélo esgt.

Calculer la probabilité qu'au cours des six pronkaiannées I'épreuve soit remportée au moins W&o un concurrent « non
cycliste ».

EXERCICE 3 5 points

Soit (u,) la suite définie pamy=1 etu,+;=u,—In (u? + 1) pour tout entier natural
Partie A

Soitf la fonction définie suR parf (x) =x - In (x? + 1).

1. Résoudre danR I'équationf (x) = x.

2. Etudier le sens de variation de la fonctiaur l'intervalle [0 ; 1]. En déduire quexsil [0 ; 1] alorsf (x) O [0 ; 1].
Partie B

1. Démontrer par récurrence que, pour tout emtie0,u, 0 [0 ; 1].

2. Etudier le sens de variation de la suitg ).

3. Démontrer que la suit@i () est convergente. Déterminer sa limite.
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EXERCICE 4 5 points

Candidats n'ayant pas suivi I'enseignement de spédité

L'espace est rapporté a un repére orthonormaltdieei , j ,k ).

On considére les points A(-2;0;1),B(1;2%1)etC(-2;2;2).

1l.a. Calculer le produit scalair@B - AC puis les longueurs AB et AC.

b. En déduire une valeur approchée arrondie au degsde I'angldgbb .

C. En déduire que les points A, B et C ne sont pgsnéd.

2. Vérifier qu'une équation cartésienne du plan (ABS): 2x-y+2z+2=0.

3 Soient P, et P,les plans d'équations respectixesy -3z+ 3 =0etx-2y+6z=0.

X==-2

Montrer que les plans Rt P,sont sécants selon une droite D dont un systemgeatiéns paramétriques est y=-1+3t ,t0OR.
z=t

4, Démontrer que la droite D et le plan (ABC) sontasds et déterminer les coordonnées de leur pamesection.

5. Soit S la sphere de centie(1 ; - 3 ; 1) et de rayon= 3.

a. Donner une équation cartésienne de la sphére S .

Dans les deux questions suivantes, toute traceedieerche, méme incompléte, ou d'initiative mémefnatueuse, sera prise en
compte dans |'évaluation.

b. Etudier l'intersection de la sphére S et de lateii

C. Démontrer que le plan (ABC) est tangent a la spBere
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CORRECTION

EXERCICE 1

Partie A : Restitution organisée de connaissances

1. u est une constante donc sa dérivée est nubauor b = 0 doncu est solution de I'équation différentielle (B)':=ay+b
2. f — u est solution de I'équation différentielffée=ay = (f-u)'=a(f-u) = f'-u =af-au - f'=af+u —-au

usolutionde (E)» U=au+b = u-au=b
f —uest solution de I'équation différentielffe=ay = f'=af+u —au = f'=af+b = f est solution de (E)

3. f est solution de (E}- f—u solution de I'équation différentielje = a 'y = pour toutx réel, f —u) x =K e®*

f est solution de (E} f(X) =K e** +u(X) = f(x) =K e**— b
a

les solutions de I'équation différentielle (E) stast fonctions définies st parf (x) =K e**— b oUK OR.
a

Partie B
1. v est solution de I'équation différentielle : L@t ) + v(t ) = 30 soit de/(t) = —%)v(t) +3

-1
d'apres la partie A est la fonctions définie slit parv (X) =K e 10" + 30 olK O R.

-t
v(O):OdoncK+30:OsoitK:—30dov(¢):30[1—e 10}.

1
-=t
2.a. V(t) =3 e ¥ orla fonction exponentielle est strictement pwesitsur R donos '(t) > O, la fonctionv est croissante sur

l'intervalle [0 ; +oo [.

-1
b. lim e*=0 doncllim e 1 =0 doncllirp v(t) = 30.

X - —00 St

N Ly L1 1 1 1
3. Vit)=3e ° V()<0,l1=3e ¥ <0,1l=€e ¥ <— = —-—t<Inf—| e« ——1t<-In30=t>10In30
30 10 30 10

10In 30= 35s

35
4, la distance parcourue par ce cycliste pendantdgeg@miéres secondes dst I v(t) dt.
0
35

_t 35
Une primitive dev(t) est 30('{ +10e 10) doncd = 30 [35+ 10e 10] —30x 10 = 750 + 300 &@*°soit approximativement 759t
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EXERCICE 2

1.
v 1 Vélo
0,25
R 1 Roller
.25
0,25 p 1 Pied
25 Vélo
0,7
L 0,2 Roller
0,1
Pied
2. Un concurrent fait le trajet en vélo s'il a tiréjé¢on V ( = 0,25) ou s'il a tiré le jeton Ip(= 0,25) et qu'il a choisi de faire le
trajet en vélog = 0,7) dong(Vélo) = 0,25 + 0,25 0,7 = 0,2
3. pyy=PYNL _0.2%0.7_ gsg
p(v) 0,2
4. On a une succession de 6 épreuves aléatoiresqdentet indépendantes, chacune d'elldsux issues :

e succes : le vainqueur n'a pas effectué le trajétap = 1 —%)

e échec: le vainqueur a effectué le trajet a vglo é).
donc la variable aléatoire comptant le nombre de ¢ le vainqueur est un concurrent « non cychsgit une loi binomiale de

parameétres (6 % )

pX>1)=1-—p(X=0)=1 —[gj =0,912

EXERCICE 3
Partie A
1. f(=xeInx?+1)=0e x?+1=1< x=0

2x  _ x?-2x+1_(x-1?
x?+1 x?+1 x*+1

2. f®=1-

f'(xX) > 0 six# 1 etf '(1) = 0 dond est strictement croissante &idonc sur l'intervalle [0 ; 1].
sixO[0; 1] alorsf (0)<f(X)<f(1)orf(0)=0etf (1) =1—1In 2 don€ (1) <1 donc pourtowde[0; 1], 6xf(x)<f (1)
donc six 0 [0 ; 1] alorsf (x) O [0 ; 1].

Partie B

1. Montrons par récurrence que, pour tout entierO,u, 00 [0 ; 1].
Ug=1donau,0O][0; 1].

Montrons que pour toutdeN, siu, O [0 ; 1] alorsu, ., O[O0 ; 1].

u, O[O ;1] donc d'apres la question & &),) O [0 ; 1], soitu,., O[0; 1].
La propriété est héréditaire donc est vérifiée goutn de IN.

2. Ups1—-Up==In(@u?% +1)oru? +1>1doncin? +1)>0 soitu,,,—u,<0, lasuite ) est décroissante.

3. la suite (1,,) est décroissante minorée par 0 donc est conviergen
un+1=f(uy,), f est une fonction continue st (u,, ) converge donc sa limiteest solution dé (x) = x,
d'aprés la question A. 1.= 0.
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EXERCICE 4
1.a. AB a pour coordonnées (3 ; 2; —AF a pour coordonnées (0;2 ;1) doAB-AC =3x0+2x2—2x1=2

AB2=32+2%+(~27=17 et AC = 2%+ 1?= 5 donc AB =,/17 et AC =,/5

b.  AB-AC =AB x AC cos(BAC ) donc cosBAC = _2

J&

une valeur approchée arrondie au degré prés de I'&#ffl est 77°.

C. L'angle BAC n'étant ni nul, ni plat, les points A, B et C ne sont pas aigné

2. Les coordonnées (- 2 ; 0; 1) du point A vérifiem2y + 2z+ 2 = 0 soit— 4 — 0 + 2 + 2 = 0 égalité vraie ;
Les coordonnées (1 ; 2 ; — 1) du point B vérifiemt2y + 2z+ 2 = 0 soit 2 - 2 — 2 + 2 = 0 égalité vraie ;

Les coordonnées (-2 ; 2 ; 2) du point C vérifiert2y + 2z+ 2 = 0 soit — 4 — 2 + 4 + 2 = 0 égalité vraie.

Les coordonnées des trois points non alignés A, B éri@ient I'équation : X-y+2z+2=0.

cette équation est donc I'une des équations du plan (ABC).

3. Soient P, et P, les plans d'équations respectixesy -3z+ 3 =0etx-2y+6z=0.
P 1 a pour vecteur normaTl (1;1;-3);Bapour vecteur normarT2 a1;-2;6).

ni et nj ne sont manifestement pas colinéaires, donc les plaesf ne sont pas paralléles et distincts : ils sont donc sécants

L,: x+y=3t-3

; - . , .. | x+y-3z+3=0
suivant une droite D dont les coordonnées vérifient : .soiten posart=t: /| ,: x-2y=-6t.
X=-2y+6z=0 2
L,: z=t
L,: x+y=3t+3 L,: x+y=3t+3 L,: x+3t-1=3t+3 X=-2
L,-L,: 3y=9t-3 = JL,: y=3t-1 =4L,: y=3t-1 =y y=-1+3t tOR.
L,: z=t L,: z=t Ly: z=t z=t

4. D apour vecteur directeur(0 ; 3 ; 1) et le plan (ABC) a pour vecteur norma® ; -1 ; 2).
u.

n=-3+2=—1dona.n # 0, ces vecteurs ne sont pas orthogonaux, donc la @roiest pas parallele au plan (ABC).
X==-2
Le point commun esttel quey=-1+3t et2x-y+2z+2=0donc-4-8+1+2t+2=0=t=-1
z=t

Le point commun a D et au plan (ABC) a pour coordosriée2 ; — 4 ; — 1).

5. MOS= OM?=9« (x—1)*+ (y+3)?+(@Z—-1)°=9 = x?+y?+7z?—-2x+6y—2z+2=0
une équation cartésienne de la sphére $%sy?+z°—2x+6y—2z+2=0

X=-2
b.  Le pointcommunesttelquey=-1+3t etx?+y?+z?-2x+6y—-2z+2=0
z=t

o (-2)2+(Bt-1)*+2-2x(-2)+6(3-1)-2t+2=0- 4+ 9t*+1-6t+t°+4+18t-6-2t+2=0
-~ 10t?+10t+5=0< 2t?+2t+1=0.
OnaA=4-8=-4<0:ilyapas de solution : conclusion la droite D ne coupe pas &eph

[2x1-1x € 3+ 2x H 2

J 22+ (1% + 22
la distance du poir® au plan (ABC) est égal au rayon de la sphére, donae(pBC) est tangent a la sphére S.

C. La distance d€ au plan (ABC) estl = 3
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