Amérique du Nord juin 2015
On se place dans un repere orthonormé et, pour tout entier naturel n, on définit les points (A ) par leurs coordonnées
(Xn; yn) de la facon suivante :

X1 :0’8Xn _016 Yo

Xo=-23, Yo =4 et pour tout entier naturel n : .
yn+1 :0’6 Xn + 0’8 yn

1.a.  Déterminer les coordonnées des points Ag, A1 et A,.
b. Pour construire les points A, ainsi obtenus, on écrit I’algorithme suivant :
Variables : i,X,Y,t:nombres réels
Initialisation :  x prend la valeur -3
y prend la valeur 4
Traitement :  Pour iallant de 0 a 20
Construire le point de coordonnées
x;y)
t prend la valeur x
x prend la valeur ...
y prend la valeur ....
Fin Pour

Recopier et compléter cet algorithme pour qu’il construise les points Ao a A 2.

c. A I’aide d’un tableur, on a obtenu le nuage de points suivant :
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Identifier les points Ao, A1 et Ay, o’ T
On les nommera sur la figure jointe en annexe 2, (a rendre avec la copie). *T
Quel semble étre I’ensemble auquel appartiennent les points A, pour tout n entier . T
naturel ? o 1T
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2. Le but de cette question est de construire géométriquement les points A , pour tout n entier naturel.
Dans le plan complexe, on nomme, pour tout entier naturel n, z, = X, + iy, I’affixe du point An.
a. Soit un =|zn|. Montrer que, pour tout entier naturel n, u, = 5.
Quelle interprétation géométrique peut-on faire de ce résultat ?
b. On admet qu’il existe un réel 0 tel que : cos(8) = 0,8 et sin(0) = 0,6.
Montrer que, pour tout entier naturel n, ez, =zq41. _
C. Démontrer que, pour tout entier naturel n, Zn=¢e'"z,
d. Montrer que 0 +g est un argument du nombre complexe zo.
e. Pour tout entier naturel n, déterminer, en fonction de n et 6, un argument du nombre complexe z,.

Représenter 0 sur la figure jointe en annexe 2, (a rendre avec la copie).
Expliquer, pour tout entier naturel n, comment construire le point A1 & partir du point A,.
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CORRECTION

) X, =0,8x,-0,6Yy, )
1.a.  Apapour coordonnées (- 3; 4). donc A1 a pour coordonnées (- 4,8 ; 1,4), de méme A a pour
y,=0,6x,+08y,

coordonnées (- 4,68 ; — 1,76)

b. Traitement :
Pour i allant de 0 4 20 . 5
Construire le point de coordonnées (X ; y) Lo 4
t prend la valeur x .
x prend la valeur 0,8t - 0,3y (ou 0,8 x—0,3y) 3
y prend la valeur 0,6 t + 0,8 y (ne pas utiliser x qui a changé de A 2
valeur) . 1
Fin Pour . 0
6 -5-4-3-2-1101 2 3 4 5
c. Apparemment les points A, pour tout n entier naturel, appartiennent au Ao - )
cercle de centre O de rayon 5. . -2
. -3
2.a.  Soitun=|zn| . -4 :
[Zn+1]2=(0,8Xn=0,6Yyn)2+(0,6Xn+0,8yn)? e 5l -

|Zn+1]2=0,8%2%x%,-2x0,8%0,6Xn+0,62y%2,+0,6°x%,+2x0,8%x0,6x,+0,82y2,

|Zn+1]?2=0,64 X%, + 0,36 X%, +0,64y%,+0,36y2,=%x%n+y%n=]|zn|?doncpourtoutndeN, |Zn+1|=|zn|SOitUn+1=Un
La suite (u, ) est donc constante.

Uo=|-3+4i|=5doncpourtoutndeN,u,=5

un=>5donc =]z, | =5 soit pour tout entier naturel n, OA, =5
Pour tout entier naturel n, les points A , appartiennent au cercle de centre O de rayon 5.

b._ Zn+1:(0,8Xn—0,6yn)+i (0,6Xn+O,8yn):COSGXn—Sineyn+i(SineXn+Coseyn)
e"’zn_=(cose+isine)(xn+iyn)=cosexn+icoseyn+isinexn—sineyn _
donce'®z,=cos 0 Xn—sin Oy, +1(sin @ X, + cos 0y, ) donc pour tout entier naturel n, e'®zn = zn+1

c. Pour tout entier naturel n, e'® z, =z .1 donc la suite (z, ) est une suite géométrique de raison e'° de premier terme z, donc,
pour tout entier naturel n, z,=e'" %z,

d. Zo est un complexe de module 5.
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Pour vérifier que 0 + 5 est un argument dunombre complexe z o, Vérifions que 5e ( 2) =2Zo

T

ifo+Z i ) ) ifo+2
e ( ZJ:e 2xe '"=je "“donc e ( 2j:i(cose+isin9):i(0,8+0,6i)

T T

e i(e)+5j:—0,6+0,8id0n05e i(9+2):—3+4i:zosoitzo:Se i(mg).

. ifo+Z . i[(n+1)0+ X
e. Zzn=e"'=5¢ ( 2j><e'”":5e ( ZJ donc un A,
4
argument dezhest (n+1) 0 + g
3
Unargumentdezoeste+gdonc(G,OAO):e+g a2 mprés, A 2
1
. - - 0
donc 6 = (V,OA0 ),oﬂ(o;u,v)est un repére orthonorme du plan 8 At
complexe. -8 45 -4 -3 6
Pour tout entier n,zn:e‘”"zodonc(G,OAM)=6+(G,OAn) et
OA;+1=OA, A2

Pour construire An+1 a partir de An, il suffit donc de transformer A,
par la rotation de centre O d’angle 0, cet angle étant représenté par

(.08,




