ASIE  JUIN 2005
On s’intéresse dans cet exercice & une suite de nombres rationnels qui converge vers e %

2
e . . 1
On définit, pour tout entier naturel n > 1, I’intégrale I, = J. - (2-x)"e*dx.
o N:

1. Calculer 1.
- . 2"
2. Etablir que pour tout entier natureln>1,0<1,< - (e?-1).
n!
< 2 n+1
3. A I’aide d’une intégration par parties, montrer que pour tout entier naturel n > 1, I ., = 1,— W
n+1)!
, , 2 2 27 2"
4. Démontrer par récurrence que e =1+ 1 + 1 ot — + 1
! ! n!
. 2"
5. On pose, pour tout entier naturel n>1,u, = -
n!
n+ . 1
a. Calculer L et prouver que pour tout entier naturel N >3, U, 1 < > U
n-3
b. En déduire que pour tout entier naturel n >3,0<u, < Ug(EJ .
6. En déduire la limite de la suite (u,) puis celle de la suite (I ).
- . Lo 2 27 2"
7. Justifier enfinque:e“= lim | —+ —+...+ —|.
no+ol 11 21 n!
CORRECTION
2 1 2
1. |.:J' —(2—x)1exdx:J‘ (2-x)e* dx
o 1! 0

doncl= (2-x)e” ]z— r —eXdx

0

u'(x)=e” ux)=e”*

Par intégration par parties, en posant
vixX)=2-x Vv'(x)=-1

2
l=—2+ I e*dx =—2+ [ex]z = 2+e%-1=¢%-3.
0 0

2. Pour tout x de [0 ; 2] : 0 < (2 —x) < 2 donc pour tout x de [0 ; 2] et pour tout entier natureln>1,0<(2-x)"<2?

n

donc pour tout xde [0;2]: 0 < %(Z—X)“exs%eX

n 2 2 n
2 e * sont continues sur [0 ; 2] donc 0 < J‘ i(2—x)”exdxs I 2—e*dx
n! o n! o n!

. 1
Les fonctions x — —'(2—x)n e etx—>
n!

n n

. 2 72 . 2 2
smtOsInsm[e JosmtOslnsm(e -1).

. 1 1
3. Soit v (x) = 2-x)""! doncv’(x) = N+ x(-1)(2-x)""'=-—=(2-x)"
(x) (n+1)!( ) ) (n+1)!X( )x (1) (2-X) n!( )
u'(x)=e” u(x)=e”*
Par intégration par parties, en posant 1 L 1 donc:
v(x) = (2-x)"" v'(Q)=-—=(2-x)"
(n+1)! n!
1 Lo
lne1 = 2-x)"te* —I -—(2-x)"e*dx
! {(n+l)!( ) L 0 n!( )
2+t 21 gl
lh+1=0— + J‘ — (2-x)"e* dx soit pour tout entier naturel n > 1, 1 41 =1, — ———.
(n+1)! o nl! (n+1)!



4. l,=e’-3donce?=1,+3=1+ T + 14, la propriété est vérifiée pour n = 1.

Montrons que la propriété est héréditaire c’est-a-dire que :

2 n 2 n+1
PourtoutndeN*,sie2:1+£+2—+...+2—+Inalorse2:1+£+2_ ot 2 ol
1 21 n! 1 21 (n+1)!

n+l n+1 2 n n+1

lpe1=1p— 2 -dOﬂC|n2|n+1+ 2 —0r92:1+3+2—+---+2—+|nd0ncenremplagantlnpar|n+1+2—
(n+1)! (n+1)! 11 21 n! (n+1)!
2 n n+1

alors:el=1+ 242 . 42 2 -

1 21 nl  (n+1)!

La propriété est héréditaire donc est vraie pour tout n de N*.

Upig 2"t n! 2 2
5 a = ———x—=——donCuy+;= ——U,
u, (n+1)! 2 n+1 n+1
12 1 2 1) _ 4—-(n+1) _ 3-n
Un+1— ZUp= —— Up— -Up=Up| —— 7 | SUpX ——F— =UpX —F—
2 n+1 2 n+1 2 2(n+1) 2(n+1)

. 1 1
pour tout entier natureln >3, ona3-n<0etu,>0doncu,.;— EunSOdoncuMls Eun.

Ceci pouvait se démontrer plus simplement en remarquant que si n >3 alorsn + 1 >4 donc 0 < Ll < %
n+
2 1 1 . 1
doncO0< —— < = orpourtoutn>1,u,>0 doncO< Up< = UpSOitUpe1 < =Up.
n+1 2 n+1 2 2
1 n-3 1 0 1 n-3
b. Sin=3,u 3(5) =u S(EJ =uzdonc0<us< ua(zj , la propriété est vérifiée pour n = 3.

g . 1\"° 1"
Montrons que la propriété est héréditaire c’est-a-dire que : pour toutn>3,si0<u,<u 3(§j alorsO<up.;<u 3(5] .

Up+1 < iUn Up+r < lUn
2 n_3 | donc 2 n-3 n+1-3
u, < Ug(lj 3 Eun < 1u3(1j doncupsq < lUnSU3(lj
2 2 2 2 2 2
La propriété est héréditaire donc est vraie pour tout n > 3.
n"to . (1"
6. Pourtoutn23,0sunsu3(zj orsi—1<qg<1lalors nIlrpacq“=0donc nllrpx (Ej =0

D’apres le théoréme des gendarmes appliqué aux suites, lim u,=0

n—+wx

0<l,<=—(e®’-1)doncO<l,<u,(e?-1)or lim u,=0 donc d’aprés le théoréme des gendarmes appliqué aux suites,
n n—+w

2 n 2 n 2 n
7. =1+ E+2—+...+2—+Indoncl+ E+2—+...+2—:e2—lnor lim I =0donc lim £+—+...+2— =e?
1 21 n! 1 21 n! n—o+® no+wol 11 21 n'



