
ASIE JUIN 2005 

On s’intéresse dans cet exercice à une suite de nombres rationnels qui converge vers e
 2
. 

On définit, pour tout entier naturel n  1, l’intégrale I n = 
2

0

1
( 2 ) e d

!

n xx x
n

. 

1.  Calculer I l. 

2. Établir que pour tout entier naturel n  1, 0  I n  
2

!

n

n
( e

 2
 – 1 ). 

3. À l’aide d’une intégration par parties, montrer que pour tout entier naturel n  1, I n + 1 =  I n – 
12

( 1 ) !

n

n
. 

4. Démontrer par récurrence que e
 2
 = 1 + 

22 2 2
...

1! 2 ! !

n

n
 +  I n. 

5. On pose, pour tout entier naturel n  1, u n = 
2

!

n

n
. 

a. Calculer 
1n

n

u

u
 et prouver que pour tout entier naturel n  3, u n + 1  

1

2
u n. 

b. En déduire que pour tout entier naturel n 
 

 3, 0  u n  u 3

3
1

2

n

. 

6. En déduire la limite de la suite (u n ) puis celle de la suite (I n ). 

7. Justifier enfin que : e
 2
 = 

22 2 2
lim ...

1! 2 ! !

n

n n
. 

 

CORRECTION 

 

 

1.  I l = 
2

1

0

1
( 2 ) e d

1!

xx x = 
2

0

(2 ) e dxx x  

Par intégration par parties, en posant 
'( ) e ( ) e

( ) 2 '( ) 1

x xu x u x

v x x v x
 donc I = 

2
2

0
0

(2 ) e e dx xx x  

I = – 2 + 
2

0

e dx x  = – 2 + 
2

0
e x  = – 2 + e

 2
 – 1 = e

 2
 – 3. 

 

 

2. Pour tout x de [0 ; 2] : 0  (2 – x)  2 donc pour tout x de [0 ; 2] et pour tout entier naturel n  1, 0  (2 – x)
 n
  2

 2
  

donc pour tout x de [0 ; 2] : 0  
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( 2 ) e e
! !

n
n x xx

n n
 

Les fonctions x  
1

( 2 ) e
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n xx
n

 et x  
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e
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n
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n
 sont continues sur [0 ; 2] donc 0  
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soit 0  I n  
2

!

n

n

2

0
e x  soit 0  I n  
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n
( e

 2
 – 1 ). 

 

3. Soit 
11

( ) ( 2 )
( 1) !

nv x x
n

 donc v’(x) = 
11 1

( 1) ( 1) ( 2 ) ( 2 )
( 1) ! !

n nn x x
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Par intégration par parties, en posant 
1

' ( ) e ( ) e

1 1
( ) (2 ) '( ) (2 )
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x x

n n
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 donc : 
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I n + 1 = 0 – 
12

( 1 ) !

n

n
 + 

2

0

1
( 2 ) e d

!

n xx x
n

 soit pour tout entier naturel n  1, I n + 1 = I n – 
12

( 1 ) !

n

n
. 

 

  



4. I 1 = e
 2
 – 3 donc e

 2
 = I 1 + 3 = 1 + 

2

1!
 + I 1, la propriété est vérifiée pour n = 1. 

Montrons que la propriété est héréditaire c’est-à-dire que : 

Pour tout n de *, si e
 2
 = 1 + 

22 2 2
...

1! 2 ! !

n

n
 + I n alors e

 2
 = 1 + 

2 12 2 2
...

1! 2 ! ( 1) !

n

n
 +  I n + 1. 

I n + 1 = I n – 
12

( 1 ) !

n

n
 donc I n = I n + 1 + 

12

( 1 ) !

n

n
 or e

 2
 = 1 + 

22 2 2
...

1! 2 ! !

n

n
 +  I n donc en remplaçant I n par I n + 1 + 

12

( 1 ) !

n

n
 

alors : e
 2
 = 1 + 

22 2 2
...

1! 2 ! !

n

n
 + 

12

( 1 ) !

n

n
 + I n + 1 

La propriété est héréditaire donc est vraie pour tout n de *. 

 

5.  a. 
1n

n

u

u
= 

12 !

( 1) ! 2

n

n

n

n
 = 

2

1n
 donc u n + 1 = 

2

1n
u n  

u n + 1 – 
1

2
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1 2n
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pour tout entier naturel n  3, on a 3 – n  0 et u n  0 donc u n + 1 – 
1

2
u n  0 donc u n + 1  

1

2
u n. 

Ceci pouvait se démontrer plus simplement en remarquant que si n  3 alors n + 1  4 donc 0 < 
1

1n
  

1

4
 

donc 0 < 
2

1n
  

1

2
 or pour tout n  1, u n  0  donc 0 < 
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1n
 u n  

1

2
 u n soit u n + 1  
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b. Si n = 3, u 3

3
1
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n

 = u 3

0
1

2
 = u 3 donc 0  u 3  u 3

3
1

2

n

, la propriété est vérifiée pour n = 3. 

Montrons que la propriété est héréditaire c’est-à-dire que : pour tout n  3, si 0  u n  u 3

3
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n

 alors 0  u n + 1  u 3

1 3
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n

. 

 

La propriété est héréditaire donc est vraie pour tout n  3. 

 

6. Pour tout n  3, 0  u n  u 3

3
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 or si – 1 < q < 1 alors lim
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 = 0 donc lim
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3
1

2

n

= 0 

D’après le théorème des gendarmes appliqué aux suites, lim
n

 u n = 0 

0  I n  
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7. e
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 = 1 + 
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