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OPERATEURS DIFFERENTIELS 

1 – Champ scalaire.  Application f de U ouvert de ℝ3 (ou de ℝ2) à valeur dans ℝ. 

Gradient : f C1(U) ;   𝑔𝑟𝑎𝑑            𝑓 =  
𝜕𝑓
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𝜕𝑓

𝜕𝑦

𝜕𝑓
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  = ∇      (𝑓) (C’est un champ vectoriel) 

Laplacien : f C2(U) ;  ∆𝑓 =  
∂²𝑓

∂𝑥2 +  
∂²𝑓

∂𝑦2 + 
∂²𝑓

∂𝑧2    (C’est un champ scalaire) 

Avec l’opérateur Nabla :  ∇        =  
𝜕
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2 – Champ de vecteur : Application f de U ouvert de ℝ3 (resp. ℝ2) à valeur dans ℝ3 (resp. ℝ2)  

𝑓   𝑥, 𝑦, 𝑧 = (𝑓1 , 𝑓2, 𝑓3)  avec les 𝑓𝑖  C
1 (U) 

Divergence :  div 𝑓  = 
𝜕𝑓1

𝜕𝑥
+  

𝜕𝑓2

𝜕𝑦
+ 

𝜕𝑓3

𝜕𝑧
  =  ∇     . 𝑓   

Rotationnel :  𝑟𝑜𝑡        𝑓 =   +  
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3  - Formules. 

  𝑔𝑟𝑎𝑑            , div, ∆, et 𝑟𝑜𝑡        sont des opérateurs linéaires  

 Produits. (sous réserve d’existence) 

o 𝑔𝑟𝑎𝑑             𝑓𝑔 =  𝑓 𝑔𝑟𝑎𝑑             𝑔 +  𝑔 𝑔𝑟𝑎𝑑             𝑓  

o 𝑑𝑖𝑣 (𝑓 𝑔  ) =  𝑓 𝑑𝑖𝑣 𝑔   + 𝑔𝑟𝑎𝑑             𝑓 . 𝑔    

o 𝑟𝑜𝑡         𝑓 𝑔  = 𝑓 𝑟𝑜𝑡         𝑔   + 𝑔𝑟𝑎𝑑             𝑓 ∧  𝑔  

o ∆ 𝑓𝑔 =  𝑓∆𝑔 + 2 𝑔𝑟𝑎𝑑             𝑓 . 𝑔𝑟𝑎𝑑             𝑔 +  𝑔∆𝑓 

 

 𝑑𝑖𝑣  𝑓  ∧  𝑔   =  𝑟𝑜𝑡         𝑓  . 𝑔  −  𝑓  .  𝑟𝑜𝑡         𝑔  .  

 

 Sont nuls. 

o 𝑟𝑜𝑡        ( 𝑔𝑟𝑎𝑑            𝑓 ) = 0   

o 𝑑𝑖𝑣  𝑟𝑜𝑡        𝑓  =  0 

 

 𝑟𝑜𝑡         𝑓 𝑔𝑟𝑎𝑑            𝑔 =  𝑔𝑟𝑎𝑑            𝑓 ∧  𝑔𝑟𝑎𝑑            𝑔 

4 – Potentiel scalaire. 𝐹  : U ⊂ ℝ3 →  ℝ3 champ de vecteur de classe C1 

 𝐹  dérive d’un potentiel scalaire (ou admet)  

si il existe un champ scalaire 𝑓 de U⊂ ℝ3 →  ℝ  , de classe C1, tel que 𝐹 =  𝑔𝑟𝑎𝑑            𝑓 . 

 Théorème. 

1°) Si 𝐹  dérive d’un potentiel scalaire  alors  𝑟𝑜𝑡          𝐹  =  0   

2°) Si 𝑟𝑜𝑡          𝐹  =  0   et si U est étoilé,  alors  𝐹  dérive d’un potentiel scalaire  

⟹ se démontre avec le théorème de Poincaré. (Voir formes différentielles) 


