Asie juin 2008

Soita et b deux entiers naturels non nuls ; on appelle « téseassocié aux entieaset b I'ensemble des points du plan, muni d’'un
repére orthonormal, dont les coordonnéesy() sont des entiers vérifiant les conditions< @< a et 0<y < b. On noteR, , ce
réseau.

Le but de I'exercice est de relier certaines petgs arithmétiques des entierset y a des propriétés géométriques des points
correspondants du réseau.

A - Représentation graphique de quelques ensembles

Dans cette question, les réponses sont attenduessesalication, sous la forme d'un graphique quasgéliment complété sur
'annexe.

Représenter graphiqguement les pointx M() du résealRg, g vérifiant :

1. x=2 ) ety=1(3) 2. x+y=1(3) 3. X=y(3)
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Graphique 1 Graphique 2 Graphique 3

B - Résolution d'une équation
On considéere I'équation (E) :X— 4y = 1, ou les inconnuesety sont des entiers relatifs.

1. Déterminer un couple d’entiers relatifs;( yo) solution de I'équation (E).

2. Déterminer 'ensemble des couples d’entiers redatifiutions de I'équation (E).

3. Démontrer que I'équation (E) admet une uniquetim (x ; y) pour laquelle le poinM(x ; y) correspondant appartient au
résealR, =

C - Une propriété des points situés sur la diagonaldu réseau.
Siaetb sont deux entiers naturels non nuls, on consigédélgonale [OA] du résedy, ,, avec O(0 ; 0) et A(; b).

1. Démontrer que les points du segment [OA] sontatéresés par les conditions s<k<a;0<y<b;ay=bx

2. Démonter que sa etb sont premiers entre eux, alors les points O et s seuls points du segment [OA] appartenant au
résealR, p.

3. Démontrer que s etb ne sont pas premiers entre eux, alors le segméijtd@ntient au moins un autre point du réseau.

(On pourra considérer le pgddies nombrea etb et posea=da’ etb=db'.)

CORRECTION

A - Représentation graphique de quelques ensembles
1. Il faut examiner toutes les possibilités :

g% X X X X X X X X
0<x<8etx=2 (modulo 3)= x=2o0ux=50ux=8

7% X X X X X x X X
O<y<8ety=1(modulo 3)= y=1ouy=4ouy=7

6% X X X X X X X X

On obtient donc les points de coordonnées (22 14§ (2 ;7)
(5;1)((5:4(:;7)(@;1)(8:;4)(8;7)

5% X x X X X x X X
4 % X X X x X x x X
3% X x X X X x X X
2% X x X X X x X X
1% x * x x X x X X
0




2. x+y=1 (modulo 3), sur le graphique 2
O0s<x<8etO<y<8donckx+y<l6doncsoitx+y=1o0u
40u7oulOoul3oul6

Il suffit de tracer ces différentes droites et deter les points du
réseau situés sur ces droites

On peut retrouver ce résultat en mettant a I'ietérdu tableau la

SOmMmex +y
y *lo| 1| 2| 3| 4| 5| 6| 7| 8
0 0 112 |3 4]5]6 7| 8
1 112 ]3] 4|56 71819
2 2] 3 41 5|6 7181910
3 3 4 15| 6 718 ] 9]10]11
4 41 5|6 71 8] 91]10]11|12
5 5] 6 718 ]9 10]11]12] 13
6 6 71 8] 9 ]10]11]12)| 13| 14
7 71 8|9 ]10]11)12| 13| 14| 15
8 8 | 9110|1112 13|14 | 15| 16
8 X x X X X
7 X x X X X
6 X x x x x x
5 x x x x x
4 * b4 *® *® *®
3 x * *® *® *® *®
2 X x X X X
1 X x X X X
0

B - Résolution d’une équation

g% X
N
6%
5% X
N
3%
2% X
N
0
3. X =y (modulo 3), doncy=xouy=x+30uy=x+6

ouy=x—-30uy=x-6
Il suffit de tracer ces différentes droites et deher les points du
réseau situés sur ces droites

1. 7x3=21et45=20donc (3;5) est solution de I'équation. (E)

2. 7x—4y=1et7x 3 —-4x5 =1 donc par soustraction membre a membrex=73) —4¢—-5)=0
7 (x—3) =4 y—5) donc 7 divise 4/(- 5) or 4 et 7 sont premiers entre eux donc &divi- 5

Il existe un entier relatif tel quey — 5 = 7k

donc en remplagant dansx<3) = 4 { — 5), on obtient que -3 = 4k

doncx=4k+3ety=7k+5avek 0 Z

Vérification : six=4k+ 3 ety=7k+ 5 alors x— 4y =28k + 21 - 2&-20=1
donc I'ensemble des couples d’entiers relatifstamhg de I'équation (E) est (d+ 3 ; 7k + 5) avek 0Z

3. SiMOR, salorsxON,yONetOs<x<4etOsy<7avex=4k+3ety=7k+5avekdZ

donc0<4k+3<4etO<7k+5<7

soit_—3 <ks< } et_—5 <ks< E aveck 0Z donck =0
4 4 7 7

I'équation (E) admet une unique solution (3 ; Shiplaquelle le poinM(x ; y) correspondant appartient au résBau-.



C - Une propriété des points situés sur la diagonaldu réseau.
Siaetb sont deux entiers naturels non nuls, on consigedélgonale [OA] du résedy, ,, avec O(0 ; 0) et A(; b).

x=ka bx=ay
1. MO[OA] = OM=kOA avecck<1l - { y=kb < {0<x<a
O<ks1 0<y<b
bx=ay
2. Soit M un point du réseau appartenant a [OA], atdisN,y O Net: 0<x<a
O<ys<h

b x =ay doncb diviseay, ora etb sont premiers entre eux domdclivisey (théoreme de Gauss)

y=0 y=b
siaetb sont premiers entre eux, alors les points O et s seuls points du segment [OA] appartenanésealR , p.

x=0 Xx=a
donc 0<y < b doncy = 0 ouy =b. En remplacant darsx = ay alors soit{ soit {

3. Siaetb ne sont pas premiers entre eux, leur PGIE3t différent de 1 doret> 2
Soita’ et b’ deux nombres premiers entre eux tels gaed 8’ etb=d b'.
bx=ay b'x=a'y
Soit M un point du réseau appartenant a [OA], atdrsN,y DN et< 0<x<a soit{ 0<x<da'
0<y<hb O<y<db'

x=a'
{ —p vérifie les conditions donc le segment [OA] contiau moins le point A{ ; b’) du réseau qui est distinct de O et A.



