On admettra le théoréme de Fermatp st premier, pour toat premier ave®, on aa® =1 [p]

Hypothese :

Soitp etq deux nombres premiers distincts et tous deuxrdiffés de 2.
On posen =p g eteest un entier tel que 1e< (p—1) @ — 1) ete est premier avec le nombne< 1) @ — 1)
Résultat 1 : Alors il existe un unique réeltel que I<d< (p-1) @—-1) eted=1[(p—1) @—1)]

Résultat 2 : pour tout entiem, m®%=m|n]
On va démontrer ces deux résultats :

l.a Justifier que I'équation EEx + (p— 1) @ — 1)y = 1 admet des solutions.

b. Expliquer par quelle méthode on peut trouver solation particulierexo; y o)
C. Exprimer la forme des solutions de E en fonctiertd; v )

d. En déduire le résultat 1.

2a. Sip divisem, montrer quen®®=m [p]

b. Sip ne divise pas, justifier quem®~*=m[p]

C. En écrivane d sous une autre forme montrer qué®=m|[p]

3. En s'inspirant des questions 2 montrer qufé = m[q]

4. En déduire qum ®® —m est divisible pan ce qui prouve le résultat 2.

CORRECTION

l.a. e est premier avec le nombrp £ 1) @ — 1) donc
d’'apres le théoreme de Bézout, il existe deux entielatifsx
etytelsqueex+ (p-1)@g-1)y=1

b. e est premier avec le nombrp £ 1) @ — 1) donc
dans l'algorithme d’Euclide, le dernier reste nard abtenu
estl

en remontant, on peut trouver une solution paiécel
(Xo; Yo) de I'équation Eex+ (p—1) g— 1)y = 1.

C. donc par différence

ex+(p-1)(q-Dy=1
ex,t(pP-D(q-1y,=1
terme aterme (Xx—Xo)+(P-1)@-1) ¢—-yo) =0
soite (Xx—Xo) =—P-1) @—1) ¢—Yo)
donc p—1) @— 1) divisee (x—Xy)
or e est premier avec le nombne+ 1) @ — 1) donc d’apres le
théoreme de Gaus@ € 1) @ — 1) divisex — X
Il existe un entier relatif tel quex—x,= (p—1) @— 1)k soit
x=k(P-1)@-1) +xo
en remplacant dares(x—Xo) =—(P—-1) @—1) ¢ —Yy,) alors
y—Yo=—eksoity=—ek+yg

Vérification : six=k (p—1) Q— 1) +xpety=—-ek+yydans
ex+(pP-1)@-1y

ex+(pP-1)Q@-1y

=e(k(P-1)@-1)+x0) +(P—-1) @-1) (-ek+yo)
=exo+(P-1)@-1)yo=1

Les solutions de Eex+ (p—1) @— 1)y = 1 sont les couples
(k(p—1) @—1) +xo; —ek +yy) aveck entier relatif.

d. sied=1[(p—-1) - 1)] alors il existe un entier
relatifytelqueed=1+p-1) - 1)y
soited—(p-1)@-1)y=1

soited+ (p—-1)Q-1)(-y)=1

d’'aprés le résultat précédent, il existe un entiatif k tel
qued=k(p-1)Q@-1) +xget—-y=—ek+y,

On cherchal tel que 1< d < (p — 1) @ — 1) soit on cherchk
telque 1<k (p—-1) @-1) +xo<(p-1)@-12)
1-Xosk(P-1)@-1)<b-1)0-1)—xo

_ X g X
(p-D(@-1) (P-D(@-1
_ Xo I k. TR S
(P-D@-1) (P-D@-1) ~ (p-D(@-1)
X, 1-x,
donc0<1 -
(P-)@-1) (p-1@- 1)

1-
donc il existe un seul enti@rcompris entre—

(pP-)@-1
XO
(P-D@-1)
il existe un seul entied tel que 1<sd< (pP-1) Q- 1) et
ed=1[(p-1) @—1)]dou le résultat 1.

2a. Sip divisem alorsm = 0 [p] doncm ¢% = 0 [p] soit
m*®‘=mp]
b. Sip ne divise pas, p étant un nombre premigs,est

premier aveen donc, d'apres le petit théoreme de Fermat, on

a:mP =1 [p] soitm®=m[p]

C. e est premier avec le nombrp £ 1) @ — 1) donc |l
1sd<(p-1(q-1

ed=1[(p- 9 (q -}

soit il existe un entier relatif tel que :
ed=1+p-1)Q-1)y

donem®d=mi*e-DE-Y = x m®P-Da-1y

me9=m x [m(P—l)] @-1Y doncm®9 = m x [m(p—l)J @-1y [p]

ormP~*=1 [p] donc m®~Y @Y= 1[p] doncm®®=mp]

existe un unique réeltel que{

3. e est premier avec le nombrp £ 1) @ — 1) donc |l
1sd<(p-1(q-1

ed=1[(p-9 (9 -}

de plus pour tout entian, m?~ = 1 [q] donc en procédant
comme ci-dessusn®?=m|q]

existe un unique réeltel que{

4. p et q divisentm ®? — m et p et q deux nombres
premiers distincts et tous deux différents de 2cdsont
premiers entre eux donc d'aprés un corollaire dotbme de
Gaussp q divisem®? —m

orn=p qdoncn divisem®® —m.



