n(n+1)(2n+1)

n
Préliminaire : Démontrer par récurrence que pour tout n > 0, E k2= 5

k=0
On suppose que I'on a divisé I'intervalle [ 0 ; 1 ] en n subdivisions, on veut encadrer l'aire sous la courbe par la sommes des aires des n
rectangles "inférieurs" (suite (un)) et par la sommes des aires des n rectangles "supérieurs™ (suite (vn)).

- - DH(2n+1

On veut montrer que : u, =(n 1)n(32n ) etv, = n(n+ )( n+ )
6n 6n®
1. Soit k un entier compris entre 0 et n, exprimer l'air du rectangle "inférieur” puis celle du rectangle "supérieur” dont la base est
I'intervalle [ k.k +1}
n"n
2. En déduire I'expression de u et de v, avec un signe X .
3. Conclure en utilisant le préliminaire.
CORRECTION
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Préliminaire : Initialisation : Sin=0, Z k?=02=0 or n(n+1)6(2n+1) =%:0 doncsin=0, Z k2= n(n+1)6(2n+1)

La propriété est initialisée.
(n +1)(n+2)(2n+3)
5 .

Hérédité : Montrons pour tout entier n que si, z k?= n(n+ 1) (2n+1) alors Z k?

ikz Zk (1) - n(n+l)(2n+1) (s )zzn(n+1)(2n+61)+6(n+1)2

n+1

Zkz (n+1)[n(2ngl)+6(n+1)] (n+1)[2n6+7n + 6] or(1+2)(2n+3)=2n2+7n+6

k=0

. La propriété est héréditaire.

donc 2 o (41 (n+2)(2n+3)

6
n
. . nn+1)(2n+1
La propriété est initialisée et héréditaire donc pour tout entier n que si, Z k%= ( )( )
k=0 6
1. Vv représente la somme des aires des rectangles hachurés en bleu, u , représente la somme

des aires des rectangles colorés en rose.

Le rectangle inférieur dont la base est I'intervalle [ k. k; } a pour largeur k+1 —5:1 et pour "
n" n n n on f(_> _____
2 2 2 2 n

k k k 1 k° k
longueur f| —|=|—| =— donca pouraire —x— =—

n n n’ n n° n

k E+1
Le rectangle supérieur dont la base est l'intervalle [ 5 k+1 } a pour largeur k+1_k =l et pour " "
n n n n
2
longueur f (k +1J M donc a pour aire — (k +1) (k +31)
n n’ n n? n



2. Le premier segment est [ 9.1 } , correspondantak =0
nn

Le dernier segment est [ n-1 i } , correspondantak=n-1
n

n-1 n n-1 n-1 n
Zkz 122 Z(|<+1)2 12 ) 122
Un= —5 =3 k etvy= 3 =—3 (k +1) =—3 k
n n k=0 k=0 n n k=0 n k=1

k=0
n-1
3. D’apreés le préliminaire u, :%Z k? :i3>< (n-DHn@n-1)_(n-DHn (32 n-1)
n” & n 6 6n
(n=1)n(2n-1)
u,=
6n°

n+1

L _ 1 1 (n+1)(n+2)(2n+3)
S|k—0,k2—0doncvn—FZk2:—3x
k=0

5 d’apreés le résultat obtenu dans la démonstration de I’hérédité
n

n(n+1)(2n+1)

donc v, =
6n°



